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lise pas et même, au point de vue philosophique, on peut 
dire que la définition qu'on est obligé d'en donner, quand 
on commence par lui, à savoir : que c'est un mouvement où 
les chemins parcourus sont proportionnels aux temps em- 
ployés à les parcourir, quels que soient ces temps, présuppose 
un théorème qui échappe aux débutants. Ceux-ci peuvent fort 
bien être tentés de définir, par analogie, un mouvement uni- 
formément accéléré, celui où les chemins parcourus sont 
proportionnels aux carrés des temps employés à les parcou- 
rir quels que soient ces temps^ sans, s'apercevoir qu'une telle 
définition renfermerait une contradiction. 

Des élèves de mathématiques spéciales comprennent au 
contraire, fort bien que l'horaire d'un mouvement, quel qu'il 
soit, sur une trajectoire donnée, peut être représenté par une 
équation ou, si on le préfère, par une courbe. 

Souvent on mène de front l'équation du mouvement et la 
courbe des espaces que j'ai préféré appeler l'équation horaire 
et la courbe horaire. 

Cette manière de faire serait conforme à ce que le pro- 
gramme recommande en algèbre et en géométrie analytique 
où on conseille de placer autant que possible les représen- 
tations graphiques à côté des formules abstraites. 

Ici, le programme s'est à dessein écarté de cette règle parce 
que, quand les débutants ont à envisager à la fois la trajec- 
toire et la courbe des espaces, qu'ils ont sans cesse à passer 
de l'une à Fautre, que, sur l'une le coefficient angulaire de la 
tangente donne une direction, pendant que, sur l'autre, il 
donne une grandeur, à savoir : la vitesse, ils finissent par 
s'y perdre un peu. Le danger est moins grand en supposant 
d'abord la trajectoire rectiligne. Cependant on a préféré 
commencer l'étude du mouvement par son équation. 

J'ai ensuite longuement insisté sur la vitesse moyenne 
qui est ce qui est mesurable et ce que tout le monde con- 
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çoit, sur ses dimensions, sur les unités qu*elle suppose. De 
là ressort Tutilité de la vitesse instantanée quand on arrive 
à la définir sous forme abstraite. 

On indique à la fin du premier chapitre la marche générale 
à suivre pour discuter un mouvement et le chapitre II est 
l'application de cette méthode aux mouvements usuels, y 
compris le mouvement harmonique sur lequel on revien- 
dra souvent à raison de son importance non seulement en 
Mécanique, mais aussi dans les diverses branches de la Phy- 
sique, y compris Télectrlcité avec les courants alternatifs 
ou polyphasés. 

Dans le chapitre III, on revient, en détail, sur toute cette 
discussion, faite, cette fois, au point de vue graphique. 

Si l'accélération, dans un mouvement rectiligne, est facile 
à saisir, la définition en paraît plus abstraite et quelque peu 
arbitraire dans les mouvements curvilignes. 

A mon point de vue, la Cinématique, en tant que simple 
préface à un cours de Mécanique pour de futurs ingénieurs, 
devrait se borner à la vitesse, ce qui n'empêcherait nulle- 
ment de parler de la dérivée de la vitesse, comme on parle 
de la dérivée de toute fonction dont on veut étudier les 
variations. C'est dans cet esprit que je l'ai autrefois enseignée 
à l'Ecole centrale. 

L'accélération pourrait fort bien ne venir qu'en Méca- 
nique là où elle se présente d'elle-même, à l'occasion de la 
force constante ou de la chut© des corps où elle se montre 
si clairement sous son double aspect : comme mesure de la 
chute verticale qui est la même dans le mouvement parabo- 
lique que dans le mouvement rectiligne ou comme l'ac- 
croissement géométrique constant en grandeur, direction et 
sens de la vitesse dans chaque unité de temps. Passer de là 
à Taccélération variable par voie de limite paraîtrait, comme 



autrefois, avant la création de la cinématique, chose fort 
simple et fort naturelle. 

La Commission du programme a préféré s'en tenir à 
l'usage actuel qui est de traiter de l'accélération en Cinéma- 
tique. Cela étant, j'ai pensé que, de la présenter parla consi- 
dération del'hodographe serait le meilleur moyen et de la 
faire accepter par les élèves, et d'en donner l'expression 
sans l'emploi de différentielles déguisées. La connaissance 
de l'accélération normale n'est exigée que pour le mouve- 
ment circulaire. J'en ai pourtant dit quelques mots, en quoi 
je suis sorti du programme et qu'on peut passer. 

Le programme comporte la composition des mouvements 
rectilignes de direction commune, en particulier, de mouve- 
ments harmoniques de même période. Dans le texte, je m'en 
suis naturellement tenu à ce cas, d'autant plus qu'il permet de 
bien expliquer l'identité entre les mouvements relatifs et les 
mouvements apparents, ainsi que la signification de ce qu'on 
appelle mouvements simultanés. J'ai insisté sur ces points. 

Dans une note, j'ai donné une petite extension au pro- 
blème de la composition des vitesses. Elle n'est pas exigée. 
En Mécanique, j'ai cherché à éviter, d'une part, de faire 
trop prévaloir la force constante sur la force variable, tout 
en l'étudiant avec le soin qu'elle mérite et d'autre part de 
trop faire prévaloir le solide invariable sur les corps 
naturels. 

L'effet, sur les débutants, de la première de ces deux pro- 
cédures est de leur faire regarder les forces variables, sur- 
tout en direction, comme chose purement théorique. L'effet 
Aa lo cfl^«n,ie est de leur faire regarder deux forces égales 
, appliquées en deux points d'un corps, comme 
gligeables. 

r la première, j'ai, dès le début, profité de l'ex- 
principede l'égalité de l'action et de la réaction 
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et de ce que le programme comporte des considérations sur 
les champs de forces pour présenter une courte classifica- 
tion des principales forces naturelles et des lois qui les ré- 
gissent, pour mettre dans l'esprit d'élèves destinés à la 
technique : i^ la distinction à faire entre les forces motrices 
et les forces résistantes; 2® la distinction entre les forces ré- 
sistantes et les résistances passives; 30 la distinction entre les 
forces qui ont un champ de forces et celles qui n'en ont pas ; 
40 la.distinction entre les champs électriques, électro-magné- 
tiques ou encore de la gravitation et tous les autres champs, 
les premiers étant les seuls où la valeur du champ puisse se 
mesurer par le nombre des lignes de forces qui y passent, 
ainsi que Ta montré J. Bertrand dans ses leçons sur l'Elec- 
tricité, les seuls, par conséquent, où les lignes de forces 
donnent une représentation complète et vraiment utile. 

Pour éviter la seconde, j'ai mis le solide invariable au 
second plan; j'ai montré, dès le début, comment et pour- 
quoi les six conditions d'équilibre s'appliquent à tous les 
corps naturels. Je leur ai même conservé à l'occasion, sans 
en abuser, la qualification adéquations universelles d^équilihve 
que j'ai autrefois introduites dans le programme de l'ensei- 
gnement intérieur de l'Ecole centrale, d'où j'ai vu avec plai- 
sir qu'il a été importé à l'Ecole des Ponts et Chaussées. 

C'est sous cette forme que j'eusse désiré les présenter avant 
même de montrer qu'elles sont suffisantes pour les corps 
solides invariables. Mais j'ai craint de sortir de l'esprit du 
programme. 

De même, pour l'équivalence, je trouve que la définition 
qu'on en donne habituellement, à savoir : que deux sys- 
tèmes de forces sont équivalents, lorsqu'ils peuvent être 
équilibrés par un même troisième système, sur un solide 
invariable, ne dit pas assez et ne justifierait peut-être pas qu'on 
s'y arrête aussi longuement qu'on le fait. 



La vérité est |et pourquoi pe pas en imprégner le plus vite 
possible l'esprit des débutants qui n'auront le plus souvent 
que cela comme ressqurce dans l'application) qu'il y a une 
foule de problèmes, surtout de problèmes d'ingénieurs, où 
les forces n'interviennent que par les sommes de leurs pro ■ 
jections et de leurs moments, et alors il est licite et extrê- 
mement commode de remplacer les forces réelles par des 
ioices Jîctives plus simples et ayant mêmes projections et 
mêmes moments que les premières. C'est à ce point de vue 
qui est le réel et l'utile que je présente, autant que pos- 
sible, l'équivalence et la composition des forces, ce qui 
n'empêche pas de faire observer que, dans le cas de solides 
invariables, toujours et, dans le cas de solides naturels très 
rigides, assez souvent, les forces fictives simples peuvent, 
au moins pratiquement, tenir lieu des forces réelles. 
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sure des forces et des masses. — 123. Les trois unités fondamentales. Unités dérivées. — 
124. Cas où Ton prend la masse comme troisième unité fondamentale, — 145. Les unités 
C. G. S. La dyne. — 126. Unités que nous adopterons. — 127. Dimensions des diverses 
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grandeurs qa'on rencontre en ménaniqne. — 128. Principe de l'indépendance des effets des 
forces simultanées. — 139. Résultante et compostantes. — ISO. Composition et décompo- 
sition des forces appliquées iii un point matériel. — 131. Application à la statique du point 
matériel libre. 



CHAPITRE XI (pages 178 à 181) 
Quelques corollaires 

132. Force agissant sur un point partant du repos ou ayant une vitesse instantanée nulle. — 
133. NoQTelle définition de la direction et du sens d'une force. — 184. Force tangentielle, 
force normale. — 13ô. Forces motrices, résistances. —136. Cas de forces simultanées. 



CHAPITRE XII (pages 182 à 202) 
Notions générales sur les lois qui régissent les forces naturelles. 

137. Principe de l'égalité de l'action et de la réaction. — 138. Accélérations produites par 
ane action et une réaction. — 139. Forces centrales. — 140. Pessnteur terrestre. — 
141 On peut soulever le globe terrestre. — 142. Loi de la pesanteur terrestre. — 
143. GraTitatioD uniyerselle. ~ 144. Forces électriques, magnétiques et électro-magné- 
tiques. — 145. Capillarité, cohésion. — 146. Affinité et cohésion. — 147. Forces propor- 
tionnelles à la distance. — 148. Champs de forces. — 149. Valeur ou force d*on champ. 

— 150. Champ uniforme. — 151. Lignes de forces. — 152. Exemples do lignes de forces. 

— 158. Filets ou flux de forces. — 154. Comment les électriciens évaluent pratiquement 
la force d*an champ. — 155. Sur los forces qui n'ont pas de champ. — 156. Résistances 
passires. 



CHAPITRE XIII (pages 203 à 215) 

Recherche des lois qui régissent les forces d'après les mouvements 

qu^elles produisent 

157. Equations en termes finis et équations différentielles d'un mouvement rapporté à des axes 
de coordonnées. ^ 158. Les deux problèmes de la Dynamique du point. — 159. Lo pre- 
mier problème. — 160. Des diverses espèces de forces capables de produire un mouvement 
rectiligne. — 161. Force produisant le mouvement rectiligne uniformément varié. — 162. 
Loi de la force produisant les mouvements harmoniques. — 163. Discussion du mouve- 
ment harmonique à Taide de la force. — 164 (*). Cas où la loi trouvée est insuffisante. — 165, 
Loi des forces produissnt les mouvemen s harmoniques avec coefficients d'extinction. — 166. 
Sur la résistance passive qui produit rexiinclion. — 467. Loi do la force produisant un 
mouvement circulaire uniforme. — 168 Pesanteur de la Lune. — 169. Loi de la gravité. — 
170. Sur la découverte de la gravitation universelle. 

(*) Le reste du chapitre, sauf le g 167, n'est pas exigé des candidats à l'Ecole Centrale. 
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CHAPITRE XIV (pages 216 à 239) 
Mouvements produits par les forces obéissant à des lois connues 

171. Gomment se pose le problème. — i72. Importance des conditions initiales. — 178. Mou- 
vement dû à une vitesse acquise. — 174. Mouvement produit par une force constante. — 
175. Détermination de la vitesse. — 476. Remaïque. — 177. Mouvement d'un point pesant 
dans le vide. — 178. Attraction vers un centre fixe proportionnelle à la distance. — 
179. Répulsion proportionnelle à la distance. — 180. Recherche graphique approchée du 
mouvement produit par des forces quelconques. — Corollaires de celte construction. 

Exercices. 

CHAPITRE XV (pages 240 à 269) 
Point matrriel non libre, 

182. Point matériel non libre, — 183. Réoction des appuis et pression sur les appuis. — 
484. Objet des problèmes concernant un point non libre. 

A, — Equilibre, 

188. Pression sur les appuis en cas d'équilibic. — 486. Point fixe. — 487. Equilibre d'un 
corps appuyé sur un pian fixe. — 488. Equilibre limite . — 489. Coefficient de frottement. 

— 490. Expression de la condition dYquilibre à l'aide du coefficient de frottement. — 494. 
Angle de frottement. — 492. Expression de la condition d'équilibre à l'aide de l'angle du 
frottement. — 493 Application à un point matériel nssujclli à demeurer sur une surface. 

— 494. Réaction de l'appui, frottement. — 495. Pression sur l'appui. — 496. Equilibre 
d'un point pesant sur un plan incliné. 

B. — Mouvement. 

497. Réaction d'une surface pendaiit le mouvement. — 498, Forces et résistances passives. — 
499. Cas où l'on néglige le frottement — 200. Mouvement rectiligne d'un point sur un 
plan sous l'action d'une force constante. — 204. Discussion du mouvement. — 202. Cas t'ù 
la vitesse initiale est nulle. — 203. Cas où l'on fait abstraction du frottement. — 204. 
Mouvement d'un corps pesant sur un plan horizontal. — 205. Arrêt d'un train de chemin 
de fer. — 206. Mouvement rootiligne d'un point pesant sur un plan incliné sans frottement. 

— 207. Equilibre et mouvement sur une courbe matérielle. — 208. Mouvement d'un point 
pesant sur une courbe sans frottement. — 209. Petites oscillations du pendule simple. — 
210. Oscillations de grandeur quelconque. — 240 his. Tension du fil. Exercices. — 244. La 
gravité aux diverses latitudes. Le pendule & secondes. Exercices proposés. 

CHAPITRE XVI (pages 270 à 289) 
Digression sur la théorie des moments, 

A. — Moments pur rapport à un point 

212. D(^finition. — 213. Remarques. — 2J4. Moment résultant. — 215. Yecleurs concou- 
ranta. —216. Couples. — 247. Théorèmes, 
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B. — Moments par rapport à un axe. 

218. Définition. — S19. Remarqoes. — 220. Théorèmes. -* 221. Projection d'un moment 
résultant. — 2-22. Cas d'an couple. — 923. Cas de yecleurs concourants. — 224. Expres- 
sions des moments d'un Yecteur rapporté à des axes de coordonnées. 

Exercices. 



CHAPITRE XVII (pages 290 à 312) 

Conditions d'équilibre communes à tous les corps. — Application 
aux systèmes invariables et aux solides naturels. 

225. Composition et décomposition dos forces appliquées en un point d'un corps. — 226 
Forces égales et opposées appliquées en deux points d'un corps. — 227. Résistance à la rup» 
tare. — 228. Ce que peuvent deux forces égales et opposées appliquées on deux points 
d'un corps. — 229. Ce qu'elles ne peuvent pas. — 230. Leurs effets sur des solides inva- 
riables et les solides naturels. — 23d. Ligne d'action d'une force. — 232. Lemme. — 233. 
Réduction d'un système de forces appliquées à un solide invariable. — 284. Propriétés des 
deax résultantes. — 235. Equilibre. — 236.. Conditions d'équilibre dos solides iuTariables. — 
237. Ces conditions sont nécessaires pour tous les corps naturels — 238. Los six conditions 
universelles d'équilibre. — 239. Forces concourantes. — 240. Forces hi tuées dans un plan. 
241. Moments par rapporta un plan. — 242. Forces parallèles. — 243. Cas particuliers 
de deux et trois forces. — 244. Signification des conditions universelles d'équilibre. — 245. 
Méthode de la statique. — 246. Application à des corps solides naturels. — 247. Définition 
mécanique des solides naturels. — 248. Leurs conditions d'<!quilibre. 

Exercices. 



CHAPITRE XVIII (pages 313 à 317) 
Equivalence. 

249. Définition. — 250. Théorème. -- 251. Les six conditions d'équivalence. — 252 Cas 
particuliers. — 253. Remarques sur les applications de la théorie de l'équivalence. 

CHAPITRE XIX (pages 318 à 340) 
Composition des forces qui admettent une résultante. 

A. — Théorèmes généraux. 

254. Définition. — 255. Théorèmes dos projections et dos moments d'une résultanlo. — 
256. Conditions d'existeneo et valeur d'une résultante. 

B. — Forces concourantes. 
257. Composition des forces coneoarantes. 
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C. — Forces parallèles. 

268. Composition de deux forces parallèlei et do môme sens. — 259. Centre de cos forées. 

— 160. Goaposilion ot centre de deux forces paraMèies et de sens contraires. — 261. Cou- 
ple considéré tommt force éTanoaissante. — 26!2. Décomposition d'une force en deux autres 
do même direction — 163. Composition ot centre d'un nombre quelconque de forces paral- 
lèles et de môme sons. — 164. Composition et centre de forces parallèles quelconques. 

— 265. Théorème des moments. — 266. Extension de ce théorème. — 267. Détermination 
analytique du centre des forces parallèles. 

D. — Centre de gramté. 

268. Centre do grarité. — Sa détermination. — 269. Plan diaaélnl. — 270. Centres de gra- 
vité de volumes, de surfaces, de lignes. — 271. Applications immédiates. — 272. Trapèze. 

— 273. Quadrilatère.— 274. Polygone quelconque.-- 275. Prisme droit.— 276. Tétraèdre. 

— 277. Pyramide et cône. 

E. — Forces dans un plan, 
278. Composition directe. — 279. Composition analytique. 

F. — Forces quelconques. 

230. Nouvelle forme de la condition d'exi»tence et détermination de la résultante. — 281. 

Composition analytique. 
Ë.xercices. 

CHAPITRE XX (pages 341 à 357) 
Composition générale des forces, 

A. — Couples. 

28â. Equivalence de deux couples. — 2d3. Moment résultant de couples. — Lemme- — 284. 
Composition et décomposition do couples. 

B. — Composition de forces quelconques. 

285. Réduction à une force ot un couple. — 286. Remarques. — 287. Réduction de deux 

forces. — 283. Condition de réductibililé à une force unique. — 2S9. Axe central. 
Exercices. 

CHAPITRE XXI (pages 358 à 375) 
Equilibre des corps solides non libres, 

A. — Principes généraux, 

290. Conditions générales d'équilibre. •— 291. Données et inconnues. — 292. Principe 
général . 

B. — Corps ayant un point fixe. 

293. Comment on réalise la fixité d'un point. — 294. Réaction d'un point fixe. — 295. 
Cas où on néglige le frottement. — Théorème I. — 296. Cas ot l'on a égard au frottement. 

— Théorème II. 
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C. — Corp$ ayant mm axg fxe. 

297. Gomme od réalise la fixilé d^a» us. — 298. Axo buté à un bout. — Tbéoième HI. — 
299. Axe Don buté. — Théw êm e lY. — 300. Axe buté aux deux bouts. — Théorème Y. ~ 
301. GoroUanw. 

C, — Corp% reposant sur un plan sans frottement et tans adhérence. 

302. Tbéorème YI. — 303. Des pressions sur les appuis. — Théorème YII. — 304. Observa- 
tion générale sur Tindétermi nation des pressions. 
Exercices. 



CHAPITRE XXII (pages 376 à 412) 
Quelques machines simples et appareils de pesage. 

A, — Machines simples. 

306. — Machines à l'état d'équilibre. — 307. Donnérs et inconnues. — 308. Levier de pre- 
mière espèce, abstraction faite du frottement. — 307. Pression sur l'appui. — 3I0.Yérification 
de l'adage relatif à la force et au chemin parcouru. — 311. Introdnclion du frottement. — 
3i2. Poulie fixe. — 313. Lefier de seconde espèce. — 314. Levier do troisième espèce. — 
315. Poulie mobile. — 316. Moufles ou palans. — bl7. Remarque. — 318. — Treuil. — 
319. Pressions sur les appuis. — 320. Cabestan. — 321. Treuil des carriers. 

B. —Appareils de pesage. 

322. Balance. — 323. Equilibre à vide et sous l'action de poi'ls égaux. — 324. Equilibre sous 
l'action de poids inégaux. — 325. Justesse et sensibilité. — 326. Balance folle. — 327. 
Stroetare. — 328. Yérification et réglage. — 329. Double pesée. — 330. Remarque au sujet 
du frottement. — 331 . Balance de Roberval . — 332. Yérification du principe qu'on ne 
gagne pas en force sans perdre en chemin. — 333. Bascule. — 334. Yérification nouvelle 
du principe rappelé au g 332. — 335. Romaine. — Exercices. 
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PREMIERE SECTION 



CINÉMATIQUE 



CHAPITRE PREMIER 



PRINCIPES GÉNÉRAUX 



4. Trajectoire. — 2. Cinématique. — 3. Équation horaire d^un mouvement ; sa double 
forme. — 4. Unilés de temps et do longueur. — 5. Cas où il faut spi^cifior les unités. — 
6. Équations homogènes. — 7. Changoments d'unités. — 8. Vil esse moyenne. — 9. Exemples 
numériques. — iO. Abréviations de langage. — ii. Nœuds el milles marins. — 42. Quelques 
équivalences pratiques d'unités.^ 13. Dimensions d'une vitesse et changements d'unités. — 
14. Signe d'une vitesse moyenne. — 15. Exprei>sion analytique d'une vitesse moyenne. — 
16. Vitesse à un instant donné. — 17. Sens d'un mouvement à partir d'un instant donné. 

— 18. Changements de sens et limites d'excursions. — 19. Mouvements unifoiine, 
varié, accéléré, retardé. — 90. Caractère analytique d'un mouvement accéléré ou retardé. 

— 21. Définition de l'accélération dans un mouvement rectiligne. — 22. Discussion d'un 
mouvement d'après son équation horaire. — 23. Cas où le lieu est pris pour variable 
indépendante. 

1. Trajectoire. — Le lieu géométrique décrit par un point 
mobile se nomme, en mécanique, la trajectoire de ce point. 

2. Cinématique. — Les trajectoires étant des lignes géométri- 
ques, la géométrie suffirait à en étudier les propriétés d'après leurs 
définitions. La cinématique (du mot grecxivYjULa, mouvement) fournit, 
en outre, les moyens analytiques ou graphiques de dresser Pho- 
raire complet de la marche de chaque point, de laçon à permettre de 
se rendre compte de toutes les circonstances de son mouvement. 

3. Equation horaire d'un mouvement; £a double 

forme. — Pour pouvoir représenter, par une équation, un 

1 
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horaire de marche sur une trajectoire supposée donnée^ on compte 
le temps à partir d'un instant particulier choisi à volonté et qu'on 
appelle Vépoque owVorigine du temps et on le compte positivement 
ou négativement, suivant qu'il est postérieur ou antérieure l'époque. 
Il résulte de cette convention que si t est la variable qui représente 
le temps, tout nombre positif ou négatif d'unités de temps mis à la 
place de t représente un instant unique, à savoir : V si t est positif, 

rinstant qui suit l'époque, de t unités, 2" si t est négatif, l'instant 
qui précède l'époque, du nombre positif de — t unités. 

D'autre part, on compte les distances à partir d'un point fixe choisi 
à volonté sur la trajectoire et on les compte positivement d'un côté 
convenu de l'origine des distances, et négativement du côté opposé. De 
cette façon, si x est la variable qui représente la position d'un point 
sur la trajectoire, tout nombre positif ou négatif d'unités de longueur 
mis à la place de x représente un point unique de la trajectoire, à 
savoir : V si x est positif, le point situé à la distance a? de l'origine, 
du côté des x positifs, 2* si ^ est négatif, le point situé à une dis- 
tance de l'origine représentée parle nombre positif de — .r unités de 
longueur du côté des x négatifs. 

Nous envisagerons d'abord un mouvement rectiligne ayant lieu 
sur une droite donnée^ en sorte que x est l'abscisse du mobile. Mais 
ce que nous allons dire s'appliquera facilement à une trajectoire 
donnée quelconque, pourvu qu'on remplace l'abscisse x par l'arc s 
compté sur la trajectoire depuis l'origine des distances. 

Ceci posé, dans un mouvement, à chaque instant, le mobile occupe 
une position unique et déterminée, ce qui équivaut à dire que, 
pour chaque valeur ie t^ x n une valeur unique et déterminée ; x est 
donc une fonction uniforme de t et l'horaire d'un mouvement quel- 
conque peut être représenté par une équation de la forme : 

x=/(t) (1) 

f U) étant une fonction uniforme, c'est-à-dire ne pouvant avoir 
qu'une seule valeur pour chaque valeur utile de la variable indé- 
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pendante i; de plus, pour la suite continue des valeurs réelles de t 
qui correspondent au mouvement, la fonction f[t) doit présenter 
une suite continue de valeurs réelles, puisqu'un mobile ne peut 
passer d'un point à un autre de sa trajectoire qu'après avoir passé au 
moins une fois par chacun des points intermédiaires. 

L'équation (1) se nomme généralement /'(^^aa^/o/i du mouoement. 
>'ous l'appellerons aussi V équation horaire. Un problème de cinéma- 
tique n'est complètement résolu que quand, d'après ses données, on 
a trouvé cette équation. Car ce n'est qu'alors qu'on peut assigner à 
chaque instant la position du mobile sur sa trajectoire. 

Cette même équation permet de résoudre le problème inverse c'est- 
à-dire de répondre à cette question : Quelles sont les heures de pas- 
sage du mobile en un point donné de son parcours? 

Ici, c'est X qui est donné et qui devient la variable indépendante 
et < qu'il faut déterminer en fonction de x. Pour cela, il faut résou- 
dre l'équation (1) par rapport à ^, ce qui donne l'équation horaire 
sous la nouvelle forme : 

t = ^ (x) (1 his) 

Très fréquemment, les données des problèmes sont telles qu'on 
trouve directement Téquation horaire sous cette dernière forme et 
alors, pour l'avoir sous la forme (1), il faut la résoudre par rapport 
à X. Mais, pour l'exposé des principes généraux, la forme (1) où 
c'est le temps qui est la variable indépendante, est de beaucoup 
préférable. La fonction /YO? ®^ effet, comme nous l'avons dit, ne 
peut jamais avoir qu'une valeur admissible pour chaque valeur de ^, 
puisqu'un mobile ne peut occuper plusieurs positions à la fois, tan- 
dis que la fonction cp (x) peut présenter un nombre quelconque 
limité ou illimité de valeurs pour une valeur donnée de x^ parce 
qu'un mobile peut repasser un nombre quelconque de fois au même 
lieu. Nous utiliserons donc d'abord l'équation horaire sous la 
forme (1). 

4. Unités de temps et de longueur. — On supposera ici 
que matériellement l'heure est fournie par une bonne montre. On 
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ajoutera que Punité de temps employée en mécanique est, suivant 
les cas, Pheure, la minute ou la seconde sexagésimale. 

L'unité de longueur est le plus souvent le kilomètre ou le mètre. 
C'est le mètre et la seconde qui seront les unités que nous sous- 
entendrons, en Pabsence d'indications contraires. 

5. Cas où il faut spécifier les unités. — En général, une 
équation horaire numérique : 

donnée au hasard n'a aucun sens tant qu'on ne spécifie pas les uni- 
tés qu'elles suppose. Ainsi, soit l'équation: 

Si on prend la seconde pour unité de temps, et le mètre pour 
unité de longueur, elle indique qu'une seconde après Pépoque, le 
mobile occupera la position définie par Pabscisse x = i mètre, et 
qu'une minute ou 60 secondes après Pépoque, il occupera la posi- 
tion définie par x = 3600 mètres. 

Comme, pour t = o, on a a? = o, il en résulterait que, pendant la 
première minute qui suit Porigine du temps, le mobile aurait par- 
couru 3600 mètres. Si, au contraire, Péquation supposait que c'est 
la minute qui est prise pour unité de temps, elle exprimerait que 
pour t=i minute, on aurait x = i mètre ; le mobile n'aurait 
parcouru qu'un mètre pendant la première minute. 

6. Equations homogènes. — Les équations qui, au lieu d'être 
données empiriquement, expriment des lois naturelles sont néces- 
sairement indépendantes du choix des unités. Elles sont forcément 
homogènes. Ainsi, une équation entre x et t exprimant une loi de la 
nature, indépendante des unités de longueur et de temps serait 
nécessairement de la forme : 



KO 



(2) 
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X étant une longueur et t un temps et alors si on modifie Punité de 
longueur, les valeurs numériques de ^ et X sont altérées dans le 
même rapport, de sorte que leur rapport reste inaltéré; il en est de 

même du rapport - si on change l'unité du temps. 

1. Changements d'unités. — Si on se donne, au contraire, une 
équation non homogène, comme celles qui résultent d'observations 
numériques: 

avec uaités de longueur et de temps déterminés, il est facile de 
voir ce qu'elle devient si Ton adopte de nouvelles unités. Supposons 

que la nouvelle unité de longueur soit f^j de l'ancienne, et la 

/ 1 Nème 

nouvelle unité de temps, (~) de l'ancienne. Alors il est clair 

qu'une longueur déterminée qui contenait x fois l'ancienne unité 
de longueur, contiendra la nouvelle X^ fois et sa nouvelle valeur 
numérique sera : 

.Tj = X .T, d'où : a; = "Y 

De même, si la nouvelle unité de temps est f—j ^ de l'ancienne , 
ce qui valait t des anciennes unités, vaudra : 



ti=^'t 



des nouvelles, d'où i =i — 

T 



et l'équation deviendra : 



î-<7> 



Reprenons, comme exemple, l'équation : 
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en supposant qu'elle se rapporte au mètre et à la seconde pour uni- 
tés, ce qu'on écrit parfois : 



- = f- Y 



de sorte qu'au bout d'une minute ou 60 secondes on a : 

Prenons le kilomètre et la minute pour unités, en sorte que : 

i = 1000 -==60 

K T 

L'équation deviendra : 

1000 a-, = (60 <0' = 3600 <4* 
d'où 

Pour ^4 m 1 on aura : x^ = 3,6, ce qui veut dire qu'au bout 
d'une minute, Tabscisse du mobile sera de 3'"°,600, ce qui est bien con- 
forme à ce qu'on a trouvé avec les anciennes unités. 

Les équations 



et 



— =r-Y 



sont donc bien équivalentes. 

8. Vitesse moyenne. — On appelle vitesse moyenne d'un 
mobile, pour un parcours donné, le rapport de ce parcours au temps 
qu'il a fallu pour le réaliser. On l'appelle aussi la vitesse moyenne 
correspondante à cet intervalle de temps. 

9. Exemples numériques. — Une vitesse moyenne est ainsi 
le quotient de deux grandeurs essentiellement positives et de natures 
différentes : le quotient d'une longueur par une durée. Ces deux 
grandeurs peuvent s'exprimer à Taide de deux unités absolument 
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indépendantes. Il s'ensuit que la valeur numérique d'une vitesse 
moyenne n'a, par elle- môme, aucun sens. Elle n'en acquiert 
un que lorsqu'on énonce les unités de longueur et de temps 
que Pon a adoptées et, suivant ces unités, une môme vitesse moyenne 
peut s'exprimer par les chiffres les plus différents, de môme qu'une 
longueur donnée, une durée donnée s'expriment par les chiffres 
les plus différents suivant les unités auxquelles on les rapporte. 
C'est pourquoi, en énonçant une vitesse en nombres, il faut énon- 
cer les unités de longueur et de temps que l'énoncé suppose. 

Admettons qu'un mobile ait fait un parcours L dans le temps T. Sa 
vitesse moyenne, pour ce parcours, ou si l'on veut pour cet inver- 

valle de temps, est le quotient- . En la désignant par V^;,, on aura 
donc, par définition. 

y m = ^ (8) 

Supposons, par exemple, qu'un train mette six heures pour aller 
de Paris à Dijon Le parcours est de 315 kilomètres; mettons-en 
300 pour avoir des nombres simples. 

Si on prend le kilomètre pour unité de longueur et l'heure pour 
unité de temps, ce qui est usuel en chemin de fer et en locomotion 
sur routes et sur voies d'eau, on aura 

L = 300 T = 6 

d'où 

800 
6 



V,„ = 2^ = 50 



Si on se bornait à dire que la vitesse moyenne du train considéré 
est égale à 50, cela ne signifierait pas plus que si on disait qu'une 
longueur est égale à 50 ou une durée est égale à 50. Il faut, en toutes 
choses, spécifier les unités dès qu'on arrive aux applications numé- 
riques. 

Dans le cas actuel, il faut dire que la vitesse moyenne du train 
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entre Paris et Dijon, arrêts compris, est de 50 kilomètres à l'heure 

et écrire : 

50 km. 



V„, = 



IL. 



Si on prenait le mètre pour unité de longueur, en conservant 
Pheure pour unité de temps, on aurait : 

L = 800«)00m. T = 6h. 

d'où 

300000m. 50000 m. 



y^=- 



6h. ~ Ih. • 



La vitesse serait exprimée par 60000 au lieu de 50 ; mais le ré- 
sultat est le même. La vitesse est à volonté de 50 kilomètres ou de 
50000 mètres à Theure. 

Rapportée à la minute et au mètre, on aurait : 

L = 800000 m. T = 6X60' = 860' 

d'où 

y^ ^ 800000 m. ^ 838-,833 _ ^^^ ^^ 
860 1 

Cela indique qu'une vitesse de 50 kilomètres à l'heure équivaut 
moyennement à un parcours de 833™,333 à la minute ou encore, 
en prenant la seconde pour unité de temps, à un parcours de : 

bO 

par seconde. 

10. Abréviations de langage. — Souvent on sous-entend 
l'unité de temps, quand il ne peut pas y avoir d'équivoque. Ainsi, on 
dira fort bien qu'un train omnibus a une vitesse moyenne de 40 ou 
45 kilomètres ; qu'un express a une vitesse moyenne de 60 kilomè- 
tres ; que le rapide de Paris-Calais a, entre Paris et Amiens, une vi- 
tesse moyenne de 87 kilomètres. On sait que ce ne peut être ni à la 
seconde, ni à la minute ; que l'unité de temps est manifestement 
rheure. 
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Les cyclistes et les automobilistes emploient un langage plus laco- 
nique encore. Ils disent qu'ils (ont du 30, du 40, voire même du 100 
et du 120 en certaines parties du parcours, dans la course Paris* 
Berlin. On ne peut pas s'y tromper; ce sont des kilomètres à l'heure. 
k ce titre, un bon cheval de trot fait du 16, un cheval moyen du 
12, un bon piéton du 6. Un bateau halé par chevaux fait du 2 ou 
du 2,5. 

11. Nœuds et milles marins. — En marine, on dit qu'un na- 
vire ^/e tant de nœuds. Il est alors sous-entendu que Tunité de 
temps adoptée est Theure et l'unité de longueur est le mille 
marin^ c'est-à-dire la longueur d'une minute de l'arc du méridien 
terrestre. La longueur du méridien étant admise de 40.000 kilomè- 
tres ou de 40.000.000 mètres, la longueur d^une minute de cet arc 
s'obtient en divisant le nombre ci-dessus par 360 X 60 :=: 21.600. 
Le quotient est d'environ 1852 mètres. Ainsi, dire qu'un navire file 
n nœuds c'est dire qu'il a une vitesse de n milles marins ou de 
n X 1852 mètres à l'heure. 

Un navire qui filerait 3 nœuds aurait une vitesse de 3 X 1852"> = 
5.556" = 5''™556 à l'heure. Cela représenterait une lieue marine à 
l'heure. 

Les paquebots transatlantiques filent 21 et jusqu'à 23 nœuds ; les 
torpilleurs filent jusqu'à 30 nœuds ou 10 lieues marines ou 55^™,560 
à l'heure . 

Une vitesse d'un nœud ramenée au mètre et à la seconde est re- 
présentée par : 

1852 m. 



3 600 



= 0",6U 



En une demi-minute, un navire qui file un nœud fait un parcours 



de = 15",42 environ. 

120 ' 



L'origine de la locution t filer des nœuds » vient de la façon dont 
on mesure la vitesse moyenne d'un navire en mer. 
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A Tarrière du navire se trouve une corde à nœuds enroulée sur un 
treuil c'est-à-dire sur un cylindre horizontal mobile autour de son 
axe. Les nœuds de la corde sont espacés de : 

1852m. _ 
J20 -1^'*^ 

Supposons qu'on puisse attacher l'extrémité de la corde à un point 
fixe. Alors le navire, dans sa marche, déroulera ou^/^ra des nœuds. 
Autant il fera passer de nœuds de la corde dans Fespace d'une demi- 
minute, autant de fois il fera de milles à l'heure. 

En fait, on n'a pas de point absolument fixe pour se repérer. Mais 
à l'extrémité de la corde est attaché un flotteur de forme triangu- 
laire appelé un loch. On jette le loch en déroulant rapidement de la 
corde. On continue à en dérouler jusqu'à ce que le loch ne soit plus 
dans le sillage du navire ou ne soit plus entraîné par lui, ce qu'on 
reconnaît par une marque en étamine appelée houache fixée sur la 
corde. A partir de ce moment, le loch n'(îtant plus sous l'influence du 
navire, n'obéit qu'aux oscillations de la mer qui sont verticales. Il 
reste sensiblement en place pendant que se déroule la corde. On re- 
tourne un sablier qui se vide en une demi-minute et le nombre des 
nœuds qui passent pendant ce temps, donne la vitesse du navire. 

Comme la tension de la corde, malgré les précautions qu'on peut 
prendre pour qu'elle soit assez faible pour ne pas tirer le loch, l'en- 
traîne toujours un peu, la vitesse qu'on trouverait, si l'espacement 
des nœuds avait exactement la valeur théorique de 15™, 42 serait un 
peu trop faible. On tient compte de cette circonstance en donnant à 

cet espacement une valeur un peu plus faible, environ 14™, 79, soit 
45 pieds ou 9 brasses. 

12. Quelques équivalences pratiques d'unités. — Il est 

clair qu'une vitesse moyenne de 1 mètre par seconde équivaut à une 
vitesse moyenne de 3'"",600 à l'heure. 

Les bateaux halés sur canaux n'ont guère, en moyenne et arrêts 
aux écluses compris, que la moitié de cette vitesse, soit 0^,50 par 
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seconde et, par les moyens mécaniques de traction, on ne dépasse 
guère 0*°,75 par seconde, soit 2'"",700 à Pheure. 
Inversement une vitesse de l*"" à l'heure équivaut moyennement 

1 000'" 

à une vitesse de — = 0"\27777 .. à la seconde, de sorte qu'un 

60X60 

rapide qui fait 100"*™ à l'heure avance moyennement de 27",777 par 

seconde. 

13. Dimensions d'une vitesse et changements d'unités. 

— Une vitesse moyenne Vm est, comme nous l'avons dit, le quotient 
d'un chemin parcouru L par un temps : 

V m — rTT — ■■-• -L 

On exprime cela en disant qu'une vitesse est de degrés 1 en lon- 
gueur et de degré — 1 en temps ou que ses dimensions en longueur 
et en temps sont respectivement de 1 et — 1. 

Supposons une vitesse exprimée numériquement à l'aide d'unités 
connues. Si on vient à adopter une unité de longueur X fois plus pe- 
tite et une unité de temps t plus petite, une longueur qui était pri- 
mitivement exprimée numériquement par L le sera par le nombre XL 
et un temps qui était d'abord exprimé numériquement par T le sera 
par tT. Par suite une vitesse qui était d'abord exprimée par : 

LT* 

le sera par: 

LÏ-«X5n:-* 

Sa valeur numérique sera multipliée par Xt— i . Si, au contraire, on 
adopte une unité de longueur X fois plus grande et une unité de 
temps T fois plus grande, ce qui équivaut à dire une unité de longueur 

r fois plus petite et une unité de temps - fois plus petite, la valeur 

d'une vitesse serait multipliée par >— j;ou divisée par ^t-i. 

Chaque fois qu'on a les dimensions d'une grandeur, on a le moyen 
de l'exprimer en unités diverses. 
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14. Signe d*ane vitesse moyenne sur nne trajectoire 
donnée. — Nous dirons qu^un mouYement est direct ou rétro- 
grade suivant qu il a lieu (§ 3j dans le sens des x positifs ou en sens 
contraire et nous conviendrons de compter une vitesse moyenne 
positivement ou négativement suivant que le parcours auquel elle 
correspond est direct ou rétrograde. 

La valeur absolue de la vitesse movenne a été définie : 

y -k 

le rapport du parcours L au temps correspondant T. Soit Vm cette 
même vitesse en grandeur et signe ; on aura : 
1** Si le mouvement est direct : 

r« = Vm = ^ (a) 

2o Si le mouvement est rétrograde : 

Nous allons déterminer la vitesse Vm à la fois en grandeur et si- 
gne, ce qui aura davantage de donner à la fois la grandeur et le sens 
du parcours total auquel elle correspond. 

15. Expression analytique d*une vitesse moyenne en 
grandeur et signe • — Pour déduire de Péquation horaire : 

l'expression de cette vitesse Vm pour le parcours qui correspond à 
l'intervalle de temps T commençant à Pinstant quelconque t^ en le 
supposant assez petit pour que le mouvement qui lui correspond soit 
constamment direct ou constamment rétrograde, donnons à la va- 
riable indépendante t^ l'accroissement essentiellement positif T 
que, suivant les notations du calcul des différences, nous appelle- 
rons M en sorte que: 

T = A ^ (6') 
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Soit ^x Paccroissement correspondant positif ou négatif de x, en 
sorte que: 

Ainsi, à Pinstant t Pabscisse du mobile est a? ; à Pinstant postérieur 
^+A^, elle est x+x^. Si le mouvement est direct, cette dernière 
est plus grande que la première, et le parcours effectué est : 

L = (a? + A 0?) — a: = A a? . 

La vitesse vm est, dans ce cas, d'après Pexp ression (a) : 

L Aa? 

^'"""T ""AT* 

Si le mouvement est rétrograde Pabscisse finale x+lx sera plus 
petite que Pabscisse initiale et le parcours L sera la longueur essen- 
tiellement positive : 

L = a? — (a: + Aj?)= — Aa;. 

La vitesse moyenne Vm sera alors, en vertu de (a) : 

Vm — m 

c'est-à-dire qu'on a encore : 

Aa; 



Ainsi, nous arrivons à cette règle: 

La vitesse moyenne^ en grandeur et signe^ pendant un intervalle 
de temps donné M pendant lequel le sens du mouvement, soit di- 
rect, soit rétrograde, n'a pas changé est toujours égale au rapport 
de l'accroissement positij OM négatif de l'abscisse du mobile^ à 
cet intervalle de temps. 

Dans les calculs analytiques, nous adopterons cette formule comme 
la définition même de la vitesse moyenne et, comme nous l'avons 
fait observer, elle nous donnera à la fois la grandeur de cette vitesse 
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et le sens du parcours. On a pour sa valeur tirée de l'équation 
horaire : 

^'--Âi- Â7 (^^ 

16. Vitesse à un Instant donné en grandeur et signe. — 

La valeur de la vitesse moyenne prise pour un long parcours ou un 
long intervalle de temps n'apprend rien sur Pallure du mobile à un 
moment donné du parcours. Le cycliste qui fera moyennement du 30 
fera beaucoup moins dans les montées ou dans les mauvais chemins 
et davantage dans les descentes ou sur bonne route. Si on veut 
connaître l'allure aux environs d'un instant donné, il faut prendre la 
vitesse moyenne à partir de cet instant pendant un intervalle de 
temps très court, et plus on 1(î prendra court, mieux on sera ren- 
seigné sur le moment présent. On est ainsi amené à appeler vitesse 
instantanée ou vitesse à un instant donné, la limite vers laquelle 
tend la vitesse moyenne prise à partir de cet instant lorsque l'inter- 
valle de temps ^t pour lequel on la prend décroit jusqu'à zéro. 

Si V est cette vitesse en grandeur et signe, v sera ainsi la limite 
de v„i pour M=^o ou la limite du rapport de l'accroissement de 
l'abscisse x à l'accroissement du temps lorsque ce dernier accrois- 
sement diminue jusqu'à zéro. C'est, par définition, la dérivée de x 
par rapport à <, de sorte que : 

m 

en appelant x la dérivée de la fonction x par rapport à la variable 
indépendante t dont elle dépend. 

Nous sommes donc conduit à'appeler, par rfc^mV/o/?, vitesse d'un 
mobile en grandeur et signe, à un instant donné, la valeur positive 
ou négative de la dérivée de l'abscisse du mobile par rapport au 
temps à l'instant considéré. 

17. Sens du mouvement à partir d'un Instant donné. — 

Si on n'a besoin que de la valeur absolue de la vitesse à un instant 
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donné, elle est la valeur absolue de la dérivée qui vient d'être défi- 
nie. Mais le signe de la vitesse donne à la fois une idée de la rapi- 
dité du mouvement à l'instant considéré et précise le sens du mouve- 
ment à partir de cet instant. Le mouvement est direct ou rétrograde 
suivant que la vitesse v^ c'est-à-dire la dérivée f (t)^ est positive ou 
négative. Cela résulte, par voie de limite, de ce qui a été dit de la 
vitesse moyenne. Cela est aussi évident en soi. Car si le mouvement 
qui va se produire à partir d'un instant donné est direct l'abscisse x 
est une fonction croissante du temps ; s'il est rétrograde cette abscisse 
est une fonction décroissante. Or, on sait qu'une fonction est crois- 
sante ou décroissante, selon que sa dérivée est positive ou négative. 

18. Changements de sens et limites d'excursion. — Les 

limites des excursions d'un mobile ou les changements de sens de 
son mouvement se trouvent aux instants où son abscisse x passe par 
des maximums ou des. minimums. On cherchera ces instants et les 
positions correspondantes du mobile d'après les règles ordinaires de 
détermination des maximums et minimums d'une fonction. Ce sont 
les positions où la dérivée dex c'est-à-dire la vitesse change de signe. 

Il est d'ailleurs à observer que, dans les mouvements réalisables 
ou réalisés dans la nature ou l'industrie, la vitesse varie toujours avec 
continuité. Même quand elle parait changer brusquement comme 
par exemple, dans le choc d'une bille de billard contre une bande, 
la modification qui nous semble instantanée met un temps fini à se 
produire. De cette continuité de la vitesse résulte que les change- 
ments de sens du mouvement et, par suite, les limites des excursions 
d'un mobile ne peuvent se trouver qu'aux instants auxquels la vitesse 
s'annule. 

C'est donc en résolvant l'équation : 

v=rit)=o (5) 

qu'on peut trouver ces instants ; puis, par l'équation horaire : 
les positions correspondantes du mobile. 



— 16 - 

Comme d^ailleurs une vitesse peut s'annuler sans changer de 
signe il convient de discuter, à ce point de vue, les racines de Tëqua- 
tion (5) comme on le fait dans toutes les questions de maximum ou 
minimum. 

19. Mouvements uniforme, varié, accéléré, retardé. — 

Nous dirons qu^un mouvement est uniforme lorsque la vitesse v est 
constante en grandeur et signe. 

Tout mouvement non uniforme est dit varié, de sorte qu^un mou- 
vement varié est celui dont la vitesse varie avec le temps. Un mou- 
vement est accéléré quand le mobile marche de plus en plus vite, 
retardé quand il marche de plus en plus lentement. En termes plus 
précis, un mouvement est accéléré ou retardé suivant que la valeur 
absolue de sa vitesse est une fonction croissante ou décroissante du 
temps. 

On conçoit bien que le sens du mouvement et, par suite, la conven- 
tion faite sur le signe de la vitesse v ne peuvent pas intervenir ici. 
C^est la valeur absolue de la vitesse qui seule est en cause. Mais 
comme c'est la vitesse v en grandeur et en signe qui ressort directe- 
ment de Péquation horaire, nous allons chercher à reconnaître 
d'après elle, la condition pour qu'un mouvement soit accéléré ou 
retardé. 

20. Caractère analytique d'un mouvement accéléré ou 
retardé. — Théorème. — Un mouvement est accéléré ou retardé 
selon que la vitesse v et sa cUrivée v par rapport au temps sont 
ou non de mêmes signes^ ou, ce qui revient au même, selon que 
le produit vvi est positif ou négatif. 

En effet, désignons pour un instant, par V la vitesse en valeur 
absolue. Le mouvement est accéléré ou retardé selon que V est une 
fonction croissante ou décroissante du temps, c'est-à-dire selon que 
sa dérivée V par rapport au temps est positive ou négative. Or, si le 
mouvement est direct, la vitesse v est positive et Ton a : 
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Donc, un mouvement direct est accéléré ou retardé selon que la 
dérivée v de sa vitesse prise en grandeur et signe est positive ou né- 
gative ou selon que y' est ou non de môme signe que v, puisque la 
vitesse v est positive dans un mouvement direct. 

Si le mouvement est rétrograde, v est négatif et sa valeur absolue 
est: 

Donc, ici le mouvement est accéléré ou retardé selon que — «' est 
positif ou négatif ou selon que v est négatif ou positif, c'est-à-dire 
encore selon que v est ou non de même signe que v (*). 

Pour qu'un mouvement, après avoir été retardé devienne accéléré 
ou inversement, il faut et il suffit que le produit vv change de 
signe. Comme il est continu dans les mouvements réalisables, il ne 
peut changer de signe qu'en s'annulant. Or il peut s'annuler de 
deux manières, soit que v s*annule, soit que v s'annule. 

Si c'est V qui s'annule, il est clair que sa valeur absolue V s'an- 
nule aussi et pour cela il faut qu'elle décroisse jusqu'à zéro, pour 
croître ensuite, ce qui veut dire, d'après la définition même des 
expressions: mouvement retardé et mouvement accéléré (§ 19), 
qu'aux points où la vitesse s'annule le mouvement passe toujours du 
retardé à l'accéléré. C'est le cas évident de tout véhicule qui s'ar- 
rête si peu que ce soit. Il ralentit jusqu'à l'arrêt, puis accélère en 
reprenant sa marche. 

Aux points où c'est v qui change de signe, on passe du retardé à 
l'accéléré ou inversement suivant que le produit vv passe du néga- 
tif au positif ou inversement, c'est-à-dire : 

1** dans le mouvement direct suivant que v lui-même passe du né- 
gatif au positif ou inversement ou que sa dérivée v' est positive ou de 
même signe que v. 

(*) Oa pourrait dire encore qae si la grandeur essenliellemenl posilWe V croit oa décroit» 
il en est de même de son carré V*; maison a, dans tous les casf* = V^. 

Donc, un mouYement est accéléré ou retardé selon que le carré v* de sa yitesse est une 
fonction croissante ou décroissante ou selon que la dérivée de v* est positive ou négative. Or, 
cette dérivée est S rf', ce qui établit encore la [roposilion énoncée. 

2 
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2® dans le mouvement rétrograde, suivant, au contraire que «' 
passe de positif au négatif ou que sa dérivée v" est négative, c'est-à- 
dire encore de même signe que i\ 

21. Définition de Taccélération dans un mouvement rec- 
tiligne. — Tout ce qui précède s'étend au mouvement sur une tra- 
jectoire donnée quelconque, aussi bien qu'au mouvement rectiligne. 
Mais, dans le mouvement rectiligne, la dérivée de la vitesse par 
rapport au temps c'est-à-dire le taux de variation v de la vitesse 
par unité de temps se nomme l'accélération^ tandis que, comme 
nous le verrons, ce mot sera employé dans une acceptation plus 
large dans le mouvement curviligne. Donc, dans les derniers énoncés, 
quand il s'agira spécialement du mouvement rectiligne, on rempla- 
cera les mots : dérivée de la vitesse^ par le mot accélération et on 
dira qu'un mouvement rectiligne est accéléré ou retardé selon que sa 
vitesse et son accélération sont ou non de mômes signes ou, ce qui 
revient au même, selon que le produit de la vitesse par l'accéléra- 
tion est positif ou négatif. 

22. Discussion d'un mouvement d'après son équation 
horaire. — Etant donnée Téquation d*un mouvement : 

x=^f(t), (6) 

pour en étudier les diverses particularités, on formera l'expression 
de la vitesse et celle de l'accélération : 

V = x" = r (0 

Le signe de y {t) donne à chaque instant le sens du mouvement 
(§ 17). La résolution de l'équation : 

r (t) = 

donne (§ 18) les points d'^arrèt ou de changements de sens, ainsi que 
les limites des excursions du mobile, si elles existent. 
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Le signe du produit : 

vv=xx'=zr(t)xr(t) 

indique (§ 20) à chaque instant si le mouvement est accéléré ou re- 
tardé. La résolution de Péquation : 

concurremment avec celle déjà faite de l'équation : 

/'(0=o 

donne les points où un mouvement après avoir été retardé devient 
accéléré et vice versa. 

23. Cas où le lieu est pris pour variable indépendante. 

— Il est souvent utile, au lieu de déterminer les circonstances d'un 
mouvement à chaque instant, de les déterminer directement en cha- 
que point du parcours, ce qui revient à dire qu'au lieu de prendre 
t comme variable indépendante et x comme variable dépendante, il 
est souvent préférable de faire l'inverse. Il peut d'ailleurs arriver, 
comme il a été dit (§ 3) que l'équation horaire, au lieu d'ôtre donnée 
résolue par rapport à «r, soit donnée résolue par rapport à t c'est-à- 
dire sous la forme : 

t = ^(x) (7) 

Que ce soit le cas ou qu'on obtienne cette dernière en résolvant 
l'équation (6), il est facile d'en tirer la vitesse v et l'accélération v' 
en fonction de x. 
On a en efTet : 

r = lim T— = p — T-t = , . . (8) 

Ax 

Puis, pour l'accélération v que nous désignerons ici par v'^ pour 
rappeler qu'elle est la dérivée de v par rapport au temps, 
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r' = v't = lim -T— = lim 

A t 



(ApN .. Ay 
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\àxj Ax 
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ou 



De (7) on tire : 
De (8) on tire: 



Donc, finalement 



* X 



t'x = T'{x) 






V =r/=— 71 



?" (^) 



?> {x) 



Le signe de t; ou de ^' [x) donnera toujours le sens du mouvement. 
Les changements de sens et les limites d*excursion sont donnés aux 
points où V s'annule c'est-à-dire que ce sont les racines de Té- 
quation : 

En ces points le mouvement de retardé devient accéléré (§ 20) 
4ans le sens du mouvement. Pour avoir les autres points où ce fait 
ou le fait inverse se produit, il faut résoudre l'équation : 

?"(a:)=0 
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APPLICATIONS A DES MOUVEMENTS USUELS 



A. — Mouvement uniforme. 

24. SeuF d'un mouyement uniforme. — 25. Equation et propriétés du moufement uniforme. 
— 26. Problèmes. — 27. Sur la définition de la yilesse moyenne. 

B. — Mouvement uniformément varié. 

28. Définitions du mouvement uniformément Yarié. — 29. Valeur de l'accélération. — 30. 
Dimensions d'une accélération; changements d'unités. — 31. Equation et propriétés du 
mouvement uniformément varié. — 32. Remarque. — 33. Equations et problèmes en 
prenant le chemin parcouru pour variable indépendante. 

C. — Mouvements périodiques, 

3i. Equation d'un mouvement périodique. — 35. Equation d'un mouvement harmonique. — 
36. Amplitude, période, fréquence, argument, phase. — 37. Exemples de fréquences. — 
38. Vitesse et accélération. — 39. Discussion du mouvement. — 40. Influence de la phase. — 
41. Mouvement représenté par un sinus ou cosinus hyperbolique d'un argument linéaire. 
Exercices. 

A. — Mouvement uniforme 

24. Sens d'un mouvement uniforme. — Nous avons défini 
le mouvement uniforme, celui dont la vitesse est constante en gran- 
deur et signe. De là, il est facile de déduire l'équation la plus géné- 
rale d'un tel mouvement. En effet, la vitesse étant la dérivée x de 
Tabscisse x par rapport au temps, on a ici : 

X = ro (1) 

Vo étant la constante positive ou négative qui représente cette vi- 
tesse. 

De cette définition du mouvement uniforme, on conclut immédiate- 
ment qu^un tel mouvement ne peut jamais changer de sens, puisqu^un 
changement de sens (§ 18) ne peut se produire que si la vitesse 
change de signe, ce qui, dans la réalité, la suppose variable et pas- 
sant par zéro. Ainsi, 
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Théorème I. — Un mouvement uniforme est indéfiniment direct 
ou rétrograde selon que la constante v^ est positive ou négative. 

25. Equation et propriétés du mouvement uniforme. — 

A présent, puisque la dérivée x' de la fonction x Aq t est égale à la 
constante «o, la fonction primitive x est égale kv^t plus une cons- 
tante arbitraire. Désignons par a cette constante ; on aura pour l'é- 
quation la plus générale d'un mouvement uniforme: 

x=ia-{-Vot (2) 

Théorème II. — Dans un mouvement uniforme l'abscisse du mo- 
bile est une Jonction linéaire du temps. 

Réciproquement, toute équation où l'abscisse est une fonction li- 
néaire du temps représente un mouvement unijorme direct ou ré- 
trograde suivant que le coefficient de t est positif ou négatif. 

En effet, quelles que soient les constantes a et v^ on tire de Pex- 
pression de x : 

X = Vo =■ const 

ce qui indique que la vitesse est constante. 

Théorème III. — Dans un mouvement uniforme^ les chemins 
parcourus par le mobile sont proportionnels aux intervalles de 
temps employés à les parcourir^ quelles que soient les durées de 
ces intervalles de temps et à quelque époque qu'on les prenne. 

En effet, considérons un intervalle de temps commençant à l'ins- 
tant quelconque t et finissant à l'instant également quelconque 
t'\-^t. Le chemin parcouru pendant l'intervalle de temps ^t compté 
positivement ou négativement suivant que le mouvement est direct 
ou rétrograde est (§ 15) représenté par Taccroissement positif ou 
négatif A 0? de l'abscisse correspondant à Taccroissement positif a^ 
donné au temps dans l'équation du mouvement (2). Or, cet accrois- 
sement est : 

àx = ro^t (3) 
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Corollaire I. — Dans un mouvement uniforme la vitesse moyenne, 
pendant un intervalle de temps quelconque, est constante et égale à 
la vitesse du mobile. 

Car (§ 15) la vitesse moyenne v^ est : 

Corollaire II. — Dans un mouvement uniforme, la vitesse est le 
chemin constant décrit par le mobile dans chaque unité de temps. 

En effet, si on prend l'intervalle de temps a ^ =:: i on a pour le che- 
min parcouru : 

à quelque époque que ce soit : 

26. Problèmes. — Problème I. — Etant donnée la vitesse Vo 
d'un mobile animé d'un mouvement uniforme et Pheure de son pas- 
sage en un point particulier de son parcours, faire son horaire c'est- 
à-dire trouver l'équation de son mouvement. 
Supposons qu'à l'heure to le mobile passe au point d'abscisse Xo» 
La vitesse moyenne pendant l'intervalle de temps quelconque 
A < = t — to est : 

Et comme elle est égale à la vitesse donnée t>o (§ 25, coroU. I) on a : 

X Xq 

t — u 

ou : 



= »<, 



x-=.Xo^rVoif> — to) (4) 

qui est Péquation cherchée. 

On pourrait aussi la tirer de Péquation générale (1) où Vo est con- 
nue en exprimant que pour t = to-, on doit avoir xznXoCe qui dé- 
termine la constante a. 

Problème II. — On connaît les heures de passage d'un mobile en 
deux points de son parcours. Faire son horaire ou trouver Péquation 
de son mouvement sachant que celui-ci est uniforme. 
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Soient respectivement Xo et x, les abscisses des lieux où passe le 
mobile aux heures to et t^ . 
La vitesse moyenne pendant Pintervalle de temps t^ — to est : 

^\ Xq 

t\ — to 

Elle est donc connue. Or, elle est la même que pour un intervalle 
de temps quelconque, en particulier, que pour un intervalle de temps 
t — to compté depuis Tinstant to où le mobile est en Xo* Or, pour ce 
dernier intervalle de temps elle est : 

X — Xo 
t — to 

On a donc : 

X — Xo X^ — Xo 
t — to t{ — tyy 

soit: 

X\ — Xo ,. .X 
l\ — lo 

qui est Téquation cherchée. 
Remarque. — La vitesse Vo du mobile est: 

_ X,'-Xo 

27. Sur la définition de la vitesse moyenne. — Considérons 
un mouvement quelconque pendant un intervalle de temps quelcon- 
que a ^ où il ne change pas de sens ; sa vitesse moyenne pendant ce 
temps, est (§ 15) le rapport : 

àx 

Âl 

de l'accroissement de Tabscisse à l'accroissement du temps. 

Nous pouvons (§ 25, Probl. 11) imaginer un mobile fictif qui effec- 
tue le parcours dans le même temps que le mobile réel, moyennant 
un mouvement uniforme. La vitesse constante y© de ce mobile fie- 

« 

tii sera : 

Aâ? 

c'est-à-dire égale à la vitesse moyenne du mobile vrai. 
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On peut donc définir la vitesse moyenne d*un mobile quelconque 
pour un parcours donné, la vitesse d'un mobile fictif qui effectuerait 
le parcours dans le même temps que le mobile réel, en marchant 
d'un mouvement uniforme. 

La vitesse moyenne du mobile réel serait le chemin constant par- 
couru dans Punité de temps par le mobile fictif. 

En route, le mobile réel serait tantôt en avance, tantôt en retard 
sur le mobile fictif. Mais, au départ et à l'arrivée, ils coïncident. 

B. — Mouvement uniformément varié, 

28. Définitions du mouvement uniformément varié. — Le 

mouvement le plus simple après le mouvement uniforme est le mou- 
vement unijormément varié. On appelle ainsi, tout mouvement 
dont la vitesse varie linéairement avec le temps. Un tel mouvement 
est donc défini par une équation de la forme : 

x=iVo-['gt (5) 

où x^ dérivée de l'abscisse x est la vitesse à un instant quelconque et 
où vo et g sont deux constantes quelconques positives ou négatives. 

La première représente la vitesse du mobile à l'époque où pour 
t^o. La seconde est la dérivée de la vitesse a?' par rapport au temps 
c*est-à-dire l'accélération du mouvement. On peut donc encore défi- 
nir un mouvement rectiligne uniformément varié, celui dont Taccé- 
lération est constante. 

Suivant qu'un mouvement uniformément varié est accéléré ou re- 
tardé, on dit qu'il est uniformément accéléré ou uniformément re- 
tardé. 

29. Valeur de l'accélération. — Si yo=^o, on a pour la vitesse : 

x' =zgt 

D'où : 

X 

^=1 
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ou pour t=i 

L'accélération positive ou négative dans un mouvement unifor- 
mément varié est la vitesse que le mobile acquiert au bout de Punité 
de temps lorsqu'il est abandonné à lui-même sans vitesse, ou c'est 
encore, dans cette môme hypothèse, le rapport de la vitesse acquise 
par le mobile au bout d'une durée quelconque à cette durée. 

C'est le cas d'un corps grave abandonné à lui-même dans le vide. 
Car l'expérience prouve que le mouvement vertical d'un corps pe- 
sant dans le vide est sensiblement un mouvement uniformément 
varié. Cette découverte capitale, Tun des points de départ de la Dy- 
namique moderne est due au génie de Galilée. 

Dans le cas de la gravité, en prenant le mètre et la seconde pour 
unités, l'accélération g légèrement variable avec les altitudes et les 
latitudes est à Paris : 

g = 9™,8088 
ou environ : 

g = 9'",81 

ce qui veut dire qu'un corps pesant abandonné sans vitesse acquiert 
au bout d'une seconde une vitesse de 9™,81 par seconde, au bout 
do 10 secondes une vitesse décuple et ainsi de suite. 

30. Dimensions d'une accélération ; changements 
d'unité. — Toutes les fois qu'on rencontre une nouvelle grandeur 
dans les sciences pliysiques, la première formule où elle entre en 
donne les dimensions. Ici on a : 

v = vo -{• gt 

V — Vo 



9 = 



t 



L'accélération estdonc de degré 1 en vitesse etde degré — lentemps» 
Mais une vitesse (§ 13) est elle-même de degré 1 en longueur et de 
degré — 1 en temps. Donc, une accélération est de degré 1 en lon- 
gueur et de degré — 2 en temps. On exprime symboliquement ce 
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résultat en disant qu'une accélération est de la forme LT ^, L étant 
une longueur et T un temps. 

Nous avons défini (§21) Taccélération d'un mouvement rectiligne 
quelconque, la dérivée de la vitesse par rapport au temps, soit : 

pour <\ t= o. On voit ici encore que Taccélération est de degré 1 en 
vitesse et de degré — 1 en temps ou de la forme L T*. 

Donc (§ 13) si on prend l'unité de longueur X fois plus petite et 
l'unité de temps t fois plus petite, la valeur numérique d'une accélé- 
ration est multipliée par Xt— 2. Si, au contraire, on prend les unités 
X fois plus grandes et t fois plus grandes, Taccélération est divisée 
par Xt— 2 ou multipliée par X^*t^. 

Ainsi, si, conservant la seconde pour unité de temps, on prend le 
centimètre pour unité de longueur, l'accélération g due à la pesan- 
teur, accélération qu'on appelle la gravité sera multipliée par 100 . 
Au lieu d'avoir : 

g = 9,8088 

on aura: 

^=980,8 

ou à peu près : 

5r = 981 

ce qui veut dire simplement que la vitesse acquise par un corps 
pesant au bout d'une seconde de chute est à volonté de 9™, 81 ou de 
981 centimètres par seconde. 

Si on prenait la minute pour unité de temps, en conservant le 
mètre pour unité de longueur, on aurait : 

g = 9,8088 X 8600 

Cela s'explique : la vitesse exprimée en mètres par seconde au bout 
d'une minute n'est à la vérité, que : 

9,8088 X 60 
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Mais, exprimée en mètres parcourus par minute^ elle est 60 fois 

plus grande, soit : 

9,8088 X 3600 

31. Equation et propriétés du mouvement uniformément 
varié. — Si, à présent, nous remontons à Péquation (5) du § 28 qui 
donne x\ à la fonction primitive, nous trouvons : 

x = a^Vot-\-\^9t^ (6) 

où a est une constante arbitraire qui représente Tabscisse du mobile 
à Pépoque. 

Observons que Paccélération étant ici constante ne peut pas chan- 
ger de signe ; que la vitesse étant linéaire ne peut changer de signe 
qu'une fois, que, par suite, le mouvement ne peut changer de sens 
qu'une fois à l'instant : 

où la vitesse s'annule. La position correspondante du mobile définie 
par Pabscisse : 
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indique le point unique où Pexcursion du mobile est limitée. Le mobile 
ne peut parcourir que la portion de sa trajectoire située d'un côté 
de ce point, à savoir : du côté des x positifs si Paccélération g est posi- 
tive, puisqu'alors pour if — zh oo on a ^iîi+ oo^ du côté des x né- 
gatifs, si Paccélération est négative. 

Ceci posé, les propriétés du mouvement uniformément varié le 
plus général, en supposant qu'on le suive depuis t = — oo jusqu'à 
< =^ + 00 sont résumées dans le théorème suivant. 

Théorème. — Un mouvement uniformément varié comprend deux 
phases : l'une antérieure à l'instant unique : 

t =— — 
^ g 
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où la vitesse s'annule, et où la position A^ du mobile (fig. 1) est dé- 
finie par l'abscisse : 



x^=a 



Vo^ 



Pautre postérieure à cet instant. 

O A4 A 

1- X 

Fig. 1. 

Pendant la première phase, le mobile A marche vers le point A , , d'une 
allurp uaiformément retardée telle que sa vitesse en valeur absolue 
décroisse proportionnellement au temps t^ — t qu'il lui faut pour at- 
teindre ce point et que le chemin qui le sépare de ce point décroisse 
proportionnellement au carré du même temps. 

Pendant la seconde phase, le mobile s'éloigne du point A^ en reve- 
nant sur ses pas, refaisant en sens inverse le chemin qu'il a fait dans 
la première phase, mais d'un mouvement uniformément accéléré, 
sa vitesse en valeur absolue croissant proportionnellement au temps 
t — t^ compté de Forigine de cette seconde phase, et le chemin qu'il 
parcourt croissant proportionnellement au carré de ce même temps. 

Il n'atteint ainsi le point extrême A^ de sa course qu'une fois, tan- 
dis qu'il repasse deux fois par chacun des autres points de son par- 
cours. Il met le même temps pour passer d'une position quelconque 
A au point A^ que pour revenir de A^ en A. La seconde fois qu'il 
passe au point A il y reprend la même vitesse en valeur absolue que 
la première, mais changée de signe. 

La première phase de ce mouvement se réalise dans le mouve- 
ment ascendant d'un corps grave lancé verticalement de bas en haut 
dans le vide ; la seconde se produit dans le mouvement descendant 
de ce même mobile. Le point A^ représenterait le point culminant de 
la course. 

Pour établir ce qui précède, observons que nous pouvons toujours 
choisir le sens des œ positifs de façon que l'accélération g soit posi- 
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tive. Car si g était négatif en changeant â? en — .r, Péquation du mou- 
vement deviendrait : 

etPaccélération — g serait positive. 

Supposons donc l'accélération positive : 
Nous pouvons écrire l'équation (6) du § 31. 





'=«-^+K'+y)' 


d'où 






'■-"('+;•) 


ou en posant : 










x-Hi-\g(.t-uy=\9{U-tY 




x-g(t-t,) — g(U-t) 



Ces équations expriment les propriétés indiquées. De t — t^ = — oo 
à t — t^ = o, le mobile vient de Tinfini, côté des x positifs, et s'appro- 
che du point A, d'abscisse x^ qu'il atteint à l'instant t^ de façon que 
le chemin jl' — j\ qui lui reste à parcourir pour atteindre ce point 
décroisse proportionnellement au carré du temps t^ — t qu'il y emploie 
et que la vitesse, en valeur absolue — œ\ décroisse proportionnelle- 
ment à ce môme temps. 

Lorsque t — t^ croit de à + oo ^ x — x^ reprend les mômes valeurs 
que dans la première phase, ce qui indique que le mobile repasse par 
les mômes positions. 

Les chemins x — x^ croissent proportionnellement au carré des 
temps/ — 1^ et la vitesse x' qui est devenue positive croît proportion- 
nellement à ces temps. 

Pour deux valeurs égales et de signes contraires de t — t^^ x — c^^ 
prend des valeurs égales et do môme signe, ce qui montre que le 
mobile met le môme temps à parcourir la distance qui sépare le 
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poiat A.^ d'une position quelconque à l'aller et au retour et x' prend 
des valeurs égales et contraires, ce qui montre que la seconde fois 

que le mobile passe en un point il retrouve, au signe près, la vitesse 

qu'il y avait à son premier passage. 

32. Remarque. — Nous avons étudié le mouvement depuis 
{=. — 00 jusqu'à <=+ 00 . 

Supposons qu'on n'ait à l'envisager que pendant un temps fini, 
depuis un instant initial tz=.o jusqu'à un instant final représenté par 
une valeur positive quelconque de t. 

Alors si l'instant initial tzz.0 précède l'instant < rr: ^ c'est-à- 

dire si Uo et g sont de signes contraires, on trouvera les deux phases 
du mouvement, à savoir : la phase uniformément retardée pendant 
laquelle le mobile passera de sa position initiale à la position A, et 
ensuite la phase uniformément accélérée où le mobile reviendra de 
A, à sa position initiale qu'il dépassera s'il n'est arrêté auparavant. 
C'est le cas d'un corps grave lancé avec une vitesse ascendante i>o. En 
prenant les x positifs suivant la verticale descendante, l'accélération g 

delà gravité sera positive, tandis que i^osera négatif d'où t^-=- ^>o. 

t/ 
L'instant ^ sera bien postérieur à l'instant initial c'est-à-dire com- 

pris dans les valeurs que Ton a à examiner. Si, au contraire Vo et g 
sont de mêmes signes, ce qui a lieu si le mobile est lancé de haut 
en bas, l'instant t^ séparatif des deux phases étant négatif, ne se ren- 
contrera pas dans la durée du mouvement à considérer. Ce dernier 
mouvement sera uniformément accéléré et toujours de môme sens. 

Si le corps est abandonné sans vitesse, on a vio ~ o, l'instant t^ sé- 
paratif des deux phases est l'instant initial. On n'a encore à consi- 
dérer que la phase accélérée : 

33. Equations et problèmes en prenant le chemin par- 
coura pour variable indépendante. — L'équation (5) du § 28 : 
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élevée au carré donne : 

soit à cause de Péquation (6) du mouvement 

af = a-{-Vot + ^gt^ : 
v^ = Vo^ + 2g (x — a) 

La vitesse Vo et Pabscisse a se rapportent à Pépoque <=:z o. Si donc 
on appelle h les chemins parcourus à partir de Pépoque, on a ; 

formule fondamentale. Si, pour fixer les idées on suppose les or et 
par suite les h positifs comptés sur la verticale de haut en bas, 
comme cela a lieu dans la chute des corps, cette formule donne la 
vitesse acquise par un corps grave qui, lancé avec une vitesse initiale 
Vc est descendu de la hauteur positive ou négative h \ on en tire : 



v=±^Vo* + 2gh (5) 

OÙ il faut prendre le signe + dans le sens direct ou descendant et 
le signe — dans le sens ascendant. 
D'autre part de : 

v==Vo + gt = ±)Jvo* + 2gh 

on tire : 

t = -^— ^- (6) 

9 

qu'on obtient aussi en résolvant directement Péquation horaire : 

x=a+Vot + ^gO 



OU, 



X — a = A. 



Problème I. — Un corps pesant est lancé de haut en bas avec la 
vitesse absolue Vo ; qu'elle sera sa vitesse après une chute h et quel 
temps y mettra-t-il? 
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Le mouvement étant descendant ou direct, la vitesse v est posi- 
tive. Il faut prendre le radical avec le signe +, soit : 



9 

Problème IL — Un corps pesant est lancé de bas en haut avec une 
vitesse absolue V© :^ — v^,. Quelle hauteur atteint-il et quelles sont 
les lois de son mouvement ascendant et descendant? 

Le mouvement étant ici d'abord ascendant, h est négatif. Soit 
A=^ — h^^ alors A, représente la hauteur d'ascension du mobile au- 
dessus de son point de départ. Le mouvement étant rétrograde v est 
négatif et on a : 



v^-sJYo'-2gh, 



\ 



g I 

V 2 
Le radical devient imaginaire pour A, > ^. Donc, le point cul- 

minant du mouvement est donné par : 

h, = ^ = a (8) 

Cette hauteur -^ se nomme la hauteur due à la vitesse Vo. En fai- 

^9 

sant varier A^ et o à H les formules ci-dessus résolvent la question 
posée. « 

Dans le mouvement de descente depuis le point culminant que 
nous'venons de déterminer, la vitesse devient positive et les formules 
deviennent : 

g I 

Arrivé au point de départ, \ = o, le mobile a la vitesse : 

v=+Yo 

3 
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2V 

après le temps : i == — dont moitié employée à Tascension et moitié 

à la descente. 

A partir de ce moment, h^ devient négatif et il est préférable 
de remettre h dans les formules, ce qui donne : 



t 






9 



Cette partie du mouvement est la même que dans le problème I. 

L^expression de la vitesse est la même. Mais ici le temps compté 
depuis le commencement du mouvement ascendant comprend celui 
considéré dans le problème I augmenté de la durée de Pascension et 

2V 

du retour au point de départ, soit de — î* ce qui explique la différence 

des deux expressions de t, 

34. Equation d'un mouvement périodique. — On dit 

qu'un fonction/ (^) d'une variable t est périodique lorsque, pour un 

certain accroissement positif T de la variable, la fonction ne change 

pas de valeur, quelle que soit la valeur de la variable, c'est-à-dire 

lorsqu'on a : 

f(t + T)=f(i) (11) 

quel que soit t 

S'il n'existe aucun accroissement positif plus petit que T pour le- 
quel cette condition soit remplie, T se nomme la période de la fonc- 
tion/ (^). 

Par cela même que l'égalité ci-dessus a lieu quel que soit ^, on en 
conclut, n étant un nombre entier quelconque : 

/(«±nT)=/(0 

Supposons qu'un mobile ait un mouvement représenté par l'équa- 
tion: 
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f(t) étant une fonction périodique de période T. Il est clair qu'à un 
instant quelconque t^ le mobile occupant une position définie par 
l'abscisse x^ il repassera par cette même position au bout de 
chaque intervalle de temps T. De plus, il y reprendra même vitesse 
et même accélération en grandeur et signe. 

En effet, l'équation (11) étant satisfaite quelque soit tj en prenant 
les dérivés des deux nombres, on a : 

r {t + T) =/' (0 

c'est-à-dire que la dérivée d'une fonction périodique est également 
périodique. Il en est donc de même de toutes les dérivées et en par- 
ticulier de celles des deux premiers ordres qui représentent respec- 
tivement la vitesse a?' et l'accélération x' du mobile. 

De ce qu'au bout de chaque période T, tout se reproduit, il est 
clair qu'il suffit d'étudier le mouvement pendant une seule période, 
c'est-à-dire de to à <o + T, to étant un instant choisi à volonté, par 

T T 

exemple, de o à T ou de à + - • 

35. Equation d'un mouvement harmonique. — Un meuve* 
ment périodique particulièrement important en Mécanique, comme 
aussi dans toutes les branches de la physique est celui où l'abscisse 
du mobile varie proportionnellement au sinus ou au cosinus d'un 
angle qui soit lui-même fonction linéaire du temps. 

L'équation d'un tel mouvement est donc par définition : 

ûB = a C03 (12) 

ou : 

x=^a sin 6 (13) 

6 étant un angle qui varie linéairement avec le temps, soit : 

e = nf — ? (14) 

a, n et ^ étant des constantes. 

Nous pouvons ne conserver que l'une des deux formes (12) ou [13) 
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de Péquation du mouvement considéré, par exemple, la seconde. En 
effet, la première peut s'écrire : 

x = a sin 0^ 



OÙ 



en sorte que 0, est toujours linéaire par rapport à t. 

De plus, dans (13) que nous envisagerons seul à présent, nous 
pouvons regarder n comme positif. Car si cette constante était né- 
gative, nous pourrions écrire : 

«=— a sin 0^ 

avec: 

en sorte que le coefficient de t serait positif. 

Nous pouvons également regarder a comme positif. Si, en effet, 
a était négatif, l'équation (13) pourrait s'écrire : 

X = ai sin 64 

en posant : 

OÙ a, serait positif, 0, étant toujours linéaire avec n positif. Enfin si 
l'angle ^ n'était pas compris entre les limites o et 2 n, on pourrait l'y 
ramener en lui ajoutant ou en en retranchant un nombre entier de 
circonférences, ce qui ne changerait pas la valeur dex. Nous écrirons 
donc : 

x = a sin 6= a sin {nt — ?) 

en regardant a et n comme positifs et l'angle ^ comme compris entre 
o et 2 CT (*). 

(*) Si on le jugeait plus commode, on pourrait regarder ^ comme compris entre — cr et -f- cr, 
puisque, par l'addition ou la soustraction d'un nombre entier de fois â cr, on pourrait aussi 
le ramener entre ces limites ou enfin le regarder comme compris entre et — â cr c'est-à- 
dire écrire sons la forme : 

6 =» *+ y 

en regardant f comme compris entre et S cr ou entre — cr et + tj . Ces diverses formes 
sont toutes réductibles les unes aux autres. 
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36. Amplitude, période, fréquences, argument, phase. 

■ L^abscisse x varie entre — a et + a. Si donc, sur la trajectoire 



^ Q à ^ 



Fig. 2. 

X'OX du mobile (fig. 2) et, de part et d'autre de l'origine des dis- 
tances, on porte des longueurs : 

on est certain que le mouvement est formé d'une suite infinie d'os- 
cillations comme celles du balancier d'une pendule ou comme celles 
du piston d'un cylindre à vapeur, les points extrêmes de chaque 
course étant Aq et A,. On l'appelle une vibration simple. Les auteurs 
anglais disent un mouvement harmonique à cause de son interven- 
tion en acoustique. 

La longueur a se nomme l'amplitude de la vibration. La distance 
Aq A« = 2a se nomme une oscillation simple. Deux oscillations con- 
sécutives en sens inverse Ag A^ et A, A^ se nomment une oscillation 
complète ou double. 

On voit que x est une fonction périodique du temps dont la pé- 
riode est : 

T= — 

n 

En mettant cette période en évidence, on peut écrire : 

= -5r^ — ? 

Le nombre des oscillations complètes par unité de temps, générale- 
ment par seconde, se nomme \di fréquence du mouvement. La durée 

d*une oscillation étant de T unités de temps, la fréquence est - , soit : 

n 

2ct 
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L'angle variable se nomme V argument y Pangle constant © se 
nomme Idi phase. 

37. Exemples de fréquences. — Les machines rotatives éta- 
blies par l'industrie sont généralement actionnées par des pistons 
ou actionnent des pistons qui ont des mouvements sensiblement 
harmoniques dans les cylindres qui les contiennent. Chaque tour de 
la machine par seconde correspond donc à une fréquence = 1 dans 
le mouvement du piston. 

Le cycliste remplace le mouvement du piston par celui qu'il im - 
prime à ses genoux et qui se communique aux pédales 

Si, ce qui est usuel, la machine a un développement de 5 mètres, 
chaque double coup de pédale la fait avancer de cette longueur. 

Si donc on veut faire du 18 c'est-à-dire se donner une vitesse de 
18 kilomètres à l'heure, soit précisément de 5 mètres par seconde 
il faut pédaler avec une fréquence de 1. 

Si on veut fairQ du 36, il faut une fréquence de 2. 

La locomotive avance de la même manière. En supposant que la 
roue motrice ait un diamètre de 2 mètres chaque double coup de 
piston la fait avancer de 6°',283. 

Si donc on veut une vitesse de 90 kilomètres à Theure, il suffît que 
la fréquence du piston soit de 4. 

Les machines électriques tournent suivant que leur masse est 
plus ou moins grande depuis 2 à 300 jusqu'à 12 ou 1500 tours par 
minute. La vitesse de 1200 tours correspond à une fréquence de 20. 

Les turbines à vapeur de Laval atteignent la fréquence tout à fait 
exceptionnelle et exigeant des soins minutieux dans la construction, 
de 400 . 

Ces fréquences sont limitées, comme nous l'avons dit, par l'im- 
portance des masses à mettre en mouvement. Mais la nature qui pro- 
duit des mouvements harmoniques avec des fluides très subtils 
arrive à des fréquences que nous avons de la peine à nous repré- 
senter . 
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Le son est produit par des mouvements harmoniques de Pair qui 
se communiquent à notre tympan. Mais quand notre tympan est 
ainsi agité, nous ne percevons pas toujours un son. 

Ce n*est guère qu'à partir d'une fréquence de 50 que nous com- 
mençons à percevoir un son grave. L'ut du violon corresponde une 
fréquence de 261. Vers 5000, le son est si aigu qu'on l'entend à peine 
et vers 6 ou 8000 on n'entend plus. Ainsi, le domaine de notre ouïe 
va en moyenne de 50 à 5000 fréquences. 

La lumière est attribuée à des inouvements d'un fluide infiniment 
plus subtil que l'air, qui remplirait le vide des espaces célestes 
et qu'on appelle l'éther. Par cela même qu'il est plus subtil, il offre 
des fréquences incomparablement supérieures à celle de l'air. 

Elles se comptent par millions de millions soit avec 10*^ pour unité 
et notre vision va du rouge qui correspqnd à une fréquence de 
400X 10^^ au violet qui correspond à 800 X 10^^. Au-dessous du rouge 
se trouve le spectre calorifique (infra-rouge) ; au-dessus du violet, le 
spectre chimique (ultra-violet) qui intervient, en particulier en pho- 
tographie, dans la végétation, etc. 

Les oscillations électriques paraissent de même nature que les 
oscillations lumineuses. Hertz a réalisé des oscillations électro-ma- 
gnétiques d'une fréquence de 100.000 se rapprochant des vibrations 
sonores. De cette géniale découverte est sortie la télégraphie sans fil. 

38. Vitesse et accélération. — La vitesse et l'accélération, 
dans un mouvement harmonique, sont données respectivement par 
les formules : 

X =:^an cos (n * — ?) = n cos 9 
ic" == — an^ sin (» < — 9) =: — n^x 

Ainsi, V accélération est proportionnelle à l'abscisse c'est-à-dire 
à l'écart du mobile de sa position médiane. 

De plus, elle est toujours de signe contraire à l'abscisse de telle 
sorte que si, comme nous le ferons bientôt, on convient de représenter 
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la vitesse et Paccélération par des longueurs dirigées dans le sens di- 
rect ou rétrograde suivant qu'elles sont positives ou négatives, Pao 
célération, quelle que soit la position du mobile, sera toujours dirigée 
du mobile vers le point 0. 

C^est là une propriété capitale sur laquelle nous aurons à revenir 
et qui est Pune des raisons de Piinportance de ce genre de mouve- 
ments. Une autre raison résulte d'une proposition, Pune des plus gran- 
des découvertes mathématiques de tous les temps^ due à Fourier et 
consistant en ce qu^un mouvement périodique quelconque peut tou- 
jours être représenté par la superposition d^un nombre limité ou illi- 
mité de mouvements harmoniques. 

39. Discussion du mouvement. — Supposons d^abord la 
phase nulle, en sorte que Péquation du mouvement se réduit : 



d'où : 



a; = a 8in — 7p^ = a sm 



, 2 Tsa 2tst 2cT - 

X = -TjT- C09 — ^ = -TjT a C03 8 



n 



4i!T» . 2x3t 4ni2 



Il suffit de discuter une oscillation, par exemple celle qui se 

T T 

produit de r = — ^ à ^ = -, puisqu'après chaque période le même 

mouvement reprend. 

T T T ny 

De^= — r-à<=: + -7, Pangle varie de — r à + ô ; ^ varie 

4 4 2 ^ 

de — ak'\'a\ le parcours est A, Aq (^S- ^7 P* ^"^l' I^ ®s* direct; la 

T 

vitesse est positive et croit, de<= — jà^ = o, depuis a?' = jus- 

qu'à son maximum x' = — =— ; puis elle décroît symétriquement de 

T 

<=oà< = + -.Le mouvement est accéléré de A, en 0, retardé de 

en Ajj où la vitesse devient nulle. Le mouvement de retour est sy- 
métrique de Palier. 
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C^est le cas d^un pendule dont la vitesse est maximum au point 
le plus bas, soit au milieu de la course. C'est à peu près aussi le 
cas du piston d'un cylindre à vapeur. Sa vitesse, s'il obéissait exacte- 
ment à la loi harmonique serait maximum en valeur absolue, chaque 
fois qu'il arriverait au milieu de sa course ; de là, elle décroîtrait 
progressivement jusqu'à chaque extrémité de course où elle s'annu- 
lerait de façon que chaque changement de sens de sa marche se fasse 
sans à coup. C'est ce qui, en pratique, est d'autant plus nécessaire, 
pour éviter les chocs et les ruptures des organes conduits, que le 
piston marche plus vite ou que sa fréquence est plus grande. 

En fait, le mouvement d'un piston s'approche de la loi harmonique 
d autant plus que la bielle qui le relie à la manivelle de Tarbre qu'il 
conduit est plus longue par rapport à cette manivelle. Par suite de 
Pobliquitéde la bielle, la vitesse maximum n'a pas lieu exactement au 
miUeu de chaque course ; mais, et c'est là l'important pour éviter les 
chocs, elle diminue bien progressivement de façon à s'annuler aux 
deux extrémités, c'est-à-dire de façon à changer le sens du mouve- 
ment sans à coup. 

Observons enfin que pendant une oscillation complète, le mobile 
passe deux fois par chaque point A de son parcours : une fois dans le 
sens direct X' X et une fois dans la marche de retour. Si ô est l'argu- 
ment pour lequel il y passe une première fois, il y repassera c'est-à- 
dire la valeur de x répondant à 6 se reproduira pour: 

0, = CT— e 

Si donc il y est passé à l'instant t, il y repassera à Tinstant t^ tel 
que: 

— m;— — w q^ 

ou: 

T 
2 

L'expression de x montre qu'à l'instant t\^ il aura la vitesse qu'il 
avait à l'instant t changée de signe. 



U = -r-t 



40. Influence de la phase. — Nous avons supposé, dans la 
discussion du mouvement, la phase ^ nulle. Mais le mouvement con- 
serve les mêmes propriétés, quelle que soit la phase. Supposons 
deux mobiles animés de mouvements harmoniques, de même ampli- 
tude, de même période, l'un à phase nulle, l'autre à phase ^ , en 
sorte que si on désigne respectivement par x et </', les abscisses des 
deux mobiles à l'instant t, on aura : 

j- = a sin n t (a) 

On peut écrire cette dernière équation : 

en posant : 

'— n 

ç est la phase mesurée en arc, ïg est la phase mesurée en temps. 
Si donc, pour le second mobile, on compte le temps à partir de 

rinstant t^ = -, son équation horaire devient la même que celle du 

premier mobile, ce qui prouve que son mouvement est identique h 
nier, mais qu'il passera en chaque point de leur com- 

oire avec un retard constant ^o = - sur le premier. 

nobiles sont dans le cas de deux trains de chemins de 
avec une marche identique, le second étant parti tç, se- 
le premier. Il arrivera t^ secondes après lui à chaque 
ïécutera le même arrêt ou la traversera avec la même 



(rement représenté par le slnua ou le cosinus 
ue d'un argument linéaire. — Un mouvement har- 
Iconque est représenté par une équation de la forme : 

:r=A coa ni + n sin ni (11) 
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en posant, pour abréger : 

et désignant par A et B deux constantes quelconques. On en tire : 

x' = n ( — A sin n < + B ces n /) 

x" = — n^ (A CCS w / + B ces n t) 
soit : 

X = — IV'X, 

L'accélération est proportionnelle à la distance x du mobile à Po- 
rigine, avec un coefficient de proportionnalité essentiellement négatif. 

On obtient la même loi de proportionnalité avec un coefficient po- 
sitif en remplaçant n par n i, i étant le symbole imaginaire. 
On a, comme on sait : 



COS int = 



2 



sin m ^ = t 5 

2S 



En même temps que nous remplaçons n par n i^ remplaçons B 
B 



par -T , nous aurons : 






A et B étant, comme n, des quantités réelles. Les fonctions de t qui 
multiplient A et B sont maintenant respectivement les cosinus et sinus 
hyperboliques de l'argument nt^ au lieu des cosinus et sinus circulaires 
qui entrent dans l'expression (11). On voit que le mouvement a cessé 
d'être périodique, ce qui est naturel puisque n étant remplacé par 

ni^ la période donnée par — r est devenue imaginaire, bien que le 

mouvement soit réel. En même temps qu'il a cessé d'être périodi- 
que, il a cessé d'être limité. Pour t-z± oo , l'abscisse x devient in- 
finie. Ce qui est resté, c'est la loi de proportionnalité de l'accélération 
à l'abscisse. Cela résulte de la façon même dont nous sommes passé 
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de Péquation (11) à Péquation (12). Cela se vérifie aussi directement. 
Posons, pour abréger les écritures : 



d'où : 



Par suite : 



ou: 



au lieu de : 



A+B . A-B ^ 



a;=Aotf'»'+Botf-'»' 

a;'=n[Ao«'»' — Botf-»'] 
a;"=na[Ad'" + Ba«-"'] 






x" = —n^x 



C^est ce changement de signe du coetticient de proportionnalité 
qui modifie complètement la nature du mouvement. Cette remarque 
a une grande importance en Mécanique et en Physique. Nous aurons 
occasion d^y revenir en traitant de la dynamique du point. 

Exercices. 

1 ) Démontrer que dans un mouvement uniformément varié la 
vitesse moyenne pendant un intervalle de temps quelconque est égale 
à la moyenne des vitesses aux deux instants qui limitent cet intervalle 
de temps. 

2) Démontrer que la vitesse à un certain instant t est la moyenne 
des vitesses à deux instants équidistants de t, 

3) Discuter les mouvements. 

.r=5 — 3^±2<2 

4) Un projectile est lancé verticalement de bas en haut, dans le 
vide, avec une vitesse de 100 mètres par seconde. A quelle hauteur 
arrivera-t-il ? Quel temps mettra-t-il à atteindre cette hauteur? En 
retombant il est arrêté par un obstacle à 12 mètres en contre-haut 
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de son poiat de départ. A quel moment et avec quelle vitesse attein- 
dra-t-il cet obstacle? 

5) Calculer la profondeur d'un puits en y laissant tomber une 
pierre, sachant quHl s^est écoulé 6 secondes entre Pinstant où on a 
laissé tomber la pierre et celui où on a entendu le son produit par sa 
chute. On admet que le son remonte avec un vitesse constante de Wq 
mètres par seconde. 

Application : ti = 2 Wo = 300. 

6) Un piston de cylindre à vapeur fait 42 oscillations complètes 
(aller et venir) par minute. La longueur de sa course dans chaque 
sens est de O'^^SS. On suppose son mouvement harmonique. On prend 
pour origine du temps son passage au milieu de sa course dans un 
sens pris pour sens positif. On demande, dans une oscillation com- 
plète, à quelle heure il passe à 0'",20 du milieu de sa course, d^un 
côté et de Pautre de ce milieu et quelles vitesses il aura en gran- 
deur et sens en ces points. 
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DIAGRAMME D'UN MOUVEMENT 



42. Courbe horaire ondes espaces. — 43. Problèmes généraux. — 44. Courbes desTÎtesses 
et des accélérations. — 4S. Mouyement uniforme; arrêt. — 46. Mourement uniformé- 
ment Tarie — 47. Ctiute d'un corps sans TÎtesse initiale ; — Chute ayec vitesse initiale. 
— 48. Diagramme do la Titesse. •— 49. MouTement périodique — 50. MouTomont 
harmonique. — 54. Courbe des vitesses. — 52. Mouvement périodiquement uniforme; 
moyen mouvement. — 53. Graphique des chemins de fer. — 54. Diagramme de 
l'équation du temps en astronomie. 

Exercices. 



42. Courbe horaire ou des espaces. — Inéquation horaire: 

x = f{t) 

peut être remplacée par une courbe en portant le temps t en abscisses 
et les chemins correspondants x en ordonnées. Cette figuration est 
même le seul moyen de suivre un mouvement que l'on ne connaît 
que par observation. L'observation donne alors un certain nombre 
de points de la courbe horaire qu'on appelle généralement la courbe 
des espaces et on obtient celle-ci en reliant les points connus par un 
trait continu. 

Prenons (fig. 3) les deux axes de coordonnées T T et X'OX. 
Sur le premier, nous portons le temps. Adoptons une longueur 
convenue pour l'unité de temps ; supposons que ce soit l'heure. 
Nous portons alors sur T' T à la droite du point des longueurs 
égales figurant 1^, 2^ 3^.... écoulées depuis l'époque et, s'il est utile, 
à gauche, les mômes longueurs figurant 1^, 2^, 3^.... avant l'époque. 

De même, adoptons une longueur convenue pour représenter 
l'unité de longueur, le kilomètre, par exemple. Nous portons cette 
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longueur une, deux, trois fois au-dessus et au-dessous du point 
sur X'OX pour figurer un, deux, trois kilomètres. 




Fig. 3. 

Ceci posé, soit ÂIJKBLG une courbe horaire. Elle permet de 
résoudre très rapidement toutes les questions relatives au mouve- 
ment qu'elle représente et qui ont été examinées au chapitre II à 
Paide de Péquation horaire. 

43. Problèmes généraux. — Problème I. — Déterminer la 
position d'un mobile à un instant t. 

Supposons qu'il s'agisse de déterminer la position du mobile à 
3 h. 45' après l'époque. Je prends sur OT la longueur OK qui repré- 
sente cette heure. L'ordonnée correspondante KM donne le point 
correspondant M de la courbe horaire. Le point M' tel que M' =i= K M 
est le point cherché. A 3 h. 45' le mobile est en ce point, soit à 
6 kilomètres de l'origine des distances. 

Problème II. — Inversement, trouver les heures de passage du 
mobile en un lieu donné. 
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Soit M' le lieu donné. Par ce point on mène une parallèle à 
Taxe OT. Elle rencontre la courbe horaire aux points M< et M. 11 
s'ensuit que le mobile passe en M' aux instants représentés par M' M< 
et M' M, c'est-à-dire à 2 h. 35' environ et à 3 h. 45'. 

Remarque. — La courbe est forcément telle qu'une parallèle à 
l'axe OX ne la rencontre qu'en un point parce qu'à un instant donné 
le mobile ne peut occuper qu'un seul lieu, tandis qu'une parallèle à 
l'axe OT peut rencontrer la courbe en un nombre quelconque de 
points. 

Problème III. — Trouver la vitesse du mobile à un moment donné. 
La vitesse en grandeur et signe est égale à la dérivée x' de x par 
rapport à t. Elle est donc graphiquement représentée en grandeur et 
signe par le coefficient angulaire de la tangente à la courbe horaire 
au point que l'on considère. 

Sa valeur absolue Y est toujours égale à la tangente trigonomé- 
trique de l'angle aigu que la tangente fait avec l'axe TOT. Supposons 
qu'il s'agisse de trouver la vitesse v du mobile à 4 h. 1/2. Je prends, 
sur OT le point H qui correspond à 4 h. 1/2. Le point correspondant 
de la courbe horaire est L. Je mène la tangente LX' à cette courbe. Par 
le point L, parallèlement à OT, je prends LX égal à un nombre simple 
d'unités de temps. J'ai pris ici la longueur qui représente 1 heiu'e 
ou l'équidistance des points de division sur OT. Je mène l'ordonnée 
XX' de la tangente. Sa grandeur mesurée à l'échelle kilométrique 
de X'OX donne la vitesse à l'heure. Elle est de 5 km. 8. Si j'avais pris 
LX n 2 heures, l'ordonnée obtenue aurait dû être divisée par deux 
pour donner la vitesse à l'heure. 

D'ailleurs XX' étant descendant, le coefficient angulaire de la tan- 
gente c'est-à-dire la vitesse est négative, ce qu'on reconnaît aussi à 
vue. 

Problème IV. — Trouver à chaque instant le sens du mouvement 
et les limites d'excursion du mobile. 
Graphiquement, sans même recourir au signe de la vitesse ou du 
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coefficient angulaire, signe qu^on reconnaîtrait d^ailleurs sans tracer 
les tangentes^ comme le mouvement est direct ou rétrograde suivant 
que Pordonnée x de la courbe horaire est une fonction croissante ou 
décroissante de son abscisse, on a le sens du mouvement à simple 
vue. Pour avoir les changements de sens et les limites d'excursion, 
il suffit de tracer les tangentes horizontales et d^en porter les ordon- 
nées sur la trajectoire, ce qui donne ici les points A, J, B, G de la 
courbe horaire et les points correspondants A', J',B',C' de la trajec- 
toire X'X. Le mouvement est direct de A' en B', puis rétrograde 
de B' en C. Les limites d'excursion sont B' et C et il n'y a change- 
ment de sens qu'en B. La tangente horizontale en J se trouve, par 
exception^ ne pas donner de changement de sens, parce qu'elle cor- 
respond à un point d'inflexion de la courbe. 

Problème V. — Reconnaître si le mouvement est accéléré ou re- 
tardé. 

Par définition, le mouvement est accéléré ou retardé suivant que 
la valeur absolue de la vitesse croit ou non avec le temps, ou graphi- 
quement suivant que l'angle aigu que fait la tangente à la courbe 
horaire avec l'axe T'T croît ou non avec le temps. De là, le théo- 
rème suivant. 

Théorème. — Le mouoement est accéléré ou retardé selon que 
la courbe horaire tourne sa concavité ou sa conoexité du côté 
oit se produit le mouvement. 

Le mouvement, de retardé devient accéléré toutes les fois que 

Tangle aigu de la tangente avec T passe par un minimum ; d'accéléré 

il devient retardé toutes les fois que cet angle passe par un maximum . 

Or, il prend ses maxima et minima aux points d'inflexion et, en 

outre, il est minimum chaque fois qu'il passe par zéro sans inflexion. 

Donc, pour avoir les points correspondants il faut tracer, outre les 

tangentes horizontales, celles qui répondent aux points d'inflexion. 

Ici les premiers, en dehors des points extrêmes A et C où le mobile 

est censé s'arrêter (vitesses nulles) se trouvent en J et B et les der- 

4 
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nières en I, J, K, L. On reconnaît ainsi qu'en sens direct le mouve- 
ment est accéléré de A' en T, retardé de T en J', accéléré de J' en K', 
retardé de K' en B', puis, au retour, accéléré de B' en L' et retardé 
de V en C supposé être un arrêt définitif. 

44. Courbes des vitesses et des accélérations. — On 

peut aussi, en portant les vitesses en ordonnées, tracer la courbe 
des vitesses. Il suffit, en général, pour cela, d'avoir les tan- 
gentes horizontales et aux points d'inflexion de la courbe iioraire. 
Les premières correspondent à des vitesses nulles, c'est-à-dire 
qu'elles donnent les points où la courbe des vitesses coupe l'axe T'OT. 
Les dernières, par leurs coefficients angulaires, donnent, au con- 
trairOj les vitesses maxima et minima, c'est-à-dire les ordonnées 
maxima et minima de la courbe des vitesses. Ici les tangentes étant 

horizontales en : 

A, J, B, C 

la courbe des vitesses tracée en traits discontinus, coupe l'axe TOT 
aux points correspondants : 

a, j, b, c. 

Les points d'inflexion sont : 

J, K, L 

Donc aux points correspondants : 

de la courbe des vitesses la tangente sera horizontale. 

Nous avons précisément construit la vitesse au point d'inflexion L. 
Nous l'avons trouvée représentée par XX', c'est-à-dire que, mesurée à 
l'échelle kilométrique de X'O X, la longueur XX' donne la vitesse en L 
en kilomètres par seconde et elle est négative. Donc, en portant 
HZ=xy du côté des ordonnées négatives nous avons le point l et sa 
tangente qui est horizontale. On déterminerait ainsi autant de points 
que l'on voudrait. C'est la ligne en trait discontinu aijhlc^ qui 
est la courbe des vitesses. 

Les coefficients angulaires des tangentes à cette courbe donneraient 
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de la même manière les accélérations, de sorte qu'en les portant en 
ordonnées on déduirait la courbe des accélérations de la courbe des 
vitesses, comme on a déduit celle-ci de la courbe des espaces. 

45. Mouvement uniforme ; arrêt. —Le mouvement uniforme 
dont Fëquation horaire : 

est linéaire, est représenté par une ligne droite dont le coefficient 
angulaire est positif ou négatif, selon que le mouvement est direct 
ou rétrograde. 

Une portion de droite parallèle à OT marque un arrêt. 

X 



B 




Fig. i. 

Le diagramme ABCD (fig. 4) représente un mouvement uniforme 
direct de en B', un arrêt de durée B C en ce dernier point et le 
retour en par un autre mouvement uniforme. 

46. Mouvement uniformément varié. — Le mouvement uni- 
formément varié dont Péquation horaire est de la forme . 

est représenté par une parabole du second degré dont l'axe est pa- 
rallèle à la droite parcourue X'OX. Soit (fig. 5)T'0T Taxe du temps et 
CAoB la parabole représentative du mouvement. Soit A^ son sommet 
et soient a et A^ les projections de Ao sur les deux axes. On recon- 
naît les deux phases symétriques du mouvement que nous avons ob- 
tenues au chapitre II. De t = — <x> à t=:Oa qui, sur la figure est 



positif, mais peut être quelconque, le mouvement est représenté par 
la demi-courbe CA,. Le mobile vient de Pinfini du côté X' et marche 
sur A| d'une allureuniformément retardée; puis de/=:Oa à i^=+ œ, 
il parcourt le même chemin A, \' d'une allure uniformément accélé- 
rée représentée par l'arc A„. B symétrique de celui qui représente la 
première phase. 

Si la parabole tournait sa concavité vers le haut, ce serait la partie 
X A, de la trajectoire qui serait parcourue deux fois en sens con- 
traires. 

En général, on n'a à discuter le mouvement que pour un inter- 
valle de temps fini dont on peut toujours prendre l'origine pour ori- 
gine du temps. C'est le cas d*un corps grave, suivant qu'il est aban- 
donné sans vitesse ou avec une vitesse V, descendante, ou une vitesse 
Vo ascendante, l'équation de son mouvement est : 

ou: 

— V,(+|ff(» (2) 

x = V„t-lff(» (3) 

Les trois paraboles représentées par ces équations sont identiques. 
Je vais les tracer dans une position quelconque. 

47. Chute d'un corps. — a. Sans vitesse initiale — Si on 
prend le mètre et la seconde pour unités, la première équation 
devient ; 

«= 5|^t'= 4,904 (• (2) 

Si A. est le point où le mobile est sans vitesse, parsuite, le sommetde 
ile, on n'a à tracer que la demi-courbe A^B, correspondant 
eur de la chute. Le tracé par points est facile, après avoir 
omme il est indiqué, des échelles pour le temps et les ion- 
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gueurs. Par exemple, pour <= 2'\ on prend à droite de Ao une lon- 




— >^ {/: ,41.— .4! — 6' 



4 



Fig. 5. 

gueuT représentant 2" et, sur la verticale descendante du point 
obtenu, on portera la hauteur: • 

4,904X4 = 19,616 mètres. 

Pour avoir la vitesse en 0' après 2" de chute, on mène la tan- 
gente en ce point; on prend O'a = 1" ; Tordonnée correspondante a p 
mesurée à l'échelle des longueurs donne cette vitesse. Ici, elle est fa- 
cile à calculer par la formule : 

V =:^ < = 9,81 X 2 = 19^62. 



b. Chute avec vitesse initiale. — Supposons un mobile lancé de 



haut en bas avec une vitesse V„ = 19™,62 par seconde en un point 
Ao. Je construis la droite AoS qui représente le mouvement uniforme 
x=: Vo /. Aux ordonnées de cette droite, il faut ajouter celles de lu 
parabole. On aurait ainsi un arc de parabole faisant partie de la précé* 
dente et tangente à A^S en A,. Pour éviter de la reconstruire, je 
mène à celle de la figure une tangente OS' parallèle à A^ S et l'arc 
de parabole O'B transporté parallèlement à lui-môme, de façon queO' 
vienne en Aa représente le mouvement qui est uniformément accé- 
léré, oucVst Parc O'B lui-même qui le représente, si nous supposons 
que c'est de 0' que le mobile est lancé. 

Supposons que le mobile soit lancé de bas en haut toujours sui- 
vant la verticale de Ao avec la vitesse : 

Vo = 19-,62 

Je construis la droite A.S.3 dont les ordonnées sont — V, t. Ce 
sont ces ordonnées qu'il faut ajouter algébriquement à celles de l'arc 
Ao B pour avoir la courbe horaire de ce mouvement. Pouréviterde la 
reconstruire, je mène à la courbe tracée une tangente 0"S" paral- 
lèle à A„ Sj et cette fois, c'est l'arc "A^B transporté parallèlement à 
lui-même de façon que le point 0" vienne en A, qui est la courbe 
cherchée. 

Mais nous pouvons raisonner aussi bien sur cette courbe telle 
qu'elle est sur la figure en supposant que la verticale de départ soit 
en 0". 

Nous voyons alors que le mobile s'élèvera jusqu'en A, d'un mou- 
vement retardé figuré par l'arc O'A,, dans le temps A„A,, puis retom- 
bera d'un mouvement accéléré. Dans la première phase, et d'après 
l'équation même (Ij de La parabole rapportée à son sommet, les che- 
mins décroissent comme le carré de .W/», c'est-à-dire du temps qui 
sépare l'Instant où le mobile est en un point quelconque M, de Pins- 
orrespondant au point culminant A, ; dans la seconde, ils crois- 
9mme le carré des temps compté aussi de l'instant A, répon- 
u point culminant A,. 
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48. Diag^ramme de la vitesse. — La courbe des vitesses se ré- 
duil ici à une ligne droite. Elle coupe TOT au point a correspondant 
au sommet de la parabole. Il suffit d'en déterminer un autre point. 
Nous avons déterminé la vitesse en 0'. Elle est représentée par a p 
qui, mesuré à Téchelle des ordonnées la donne en mètres par se- 
conde. Portons sur la verticale de 0' et à partir de Paxe TOT l'or- 
donnée a'j5'= aj3. La droite V V sera la ligne cherchée. Ses ordon- 
nées comptées positivement au-dessus de TOT et négativement au- 
dessous de T' T à l'échelle des ordonnées de la parabole donnent les 
vitesses en grandeur et signe et en mètres par seconde. 

49. Mouvement périodique. — Un mouvement périodique de 
période T est représenté par une ligne horaire dont la portion cor- 
respondante à un intervalle de temps T se reproduit indéfiniment. Il 
suffit, en général, de tracer la portion de courbe correspondante à 
une période. Pour cette portion, on peut théoriquement adopter une 
ligne quelconque, pourvu que ses deux extrémités aient des or- 
données j? égales, puisqu'à la fin de la période le mobile revient à son 
point de départ, pour recommencer un mouvement toujours le même. 
Il faut aussi qu'à ses deux extrémités la ligne adoptée ait des tan- 
gentes parallèles ; autrement, il y aurait un point du parcours où se 
produirait périodiquement un changement brusque dans la vitesse 
du mobile, ce qui ne doit pas être. 

Sous cette double réserve, qu'en ses deux extrémités la ligne 
adoptée ait des ordonnées égales et des tangentes parallèles, elle 
peut être prise à volonté. 

50. Mouvement harmonique. — Comme application, on a re- 
présenté (fig. 6) le mouvement harmonique. 

Supposons d'abord la phase nulle, de sorte que l'équation du mou- 
vement est : 

.r zi a siu 2 CT =, (a) 

en désignant par T la durée de la période. Elle donne comme courbe 
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horaire une sinusoïde. Pour la tracer, sur l'axe TOT on prend une 

longueur OC représentant la 
période T. On Fa divisée en 
16 parties égales dont les points 
de division sont désignés par: 




0,1,2,3. 



15.16 



Du même point 0, comme cen- 
tre avec Pamplitude a comme 
rayon décrivons une circonfé- 
rence et, à partir de l'un de ses 
points d'intersection avec l'axe 
T'OT, divisons-la aussi en 16par- 
ties égales figurées par les 
mêmes numéros : 



0, 1, 2, 8. 



L'équation (1) exprime que 
les ordonnées de la sinusoïde 
aux différents points de division 
sont égales à celles de la cir- 
conférence pour les points de 
division portant les mêmes nu- 
méros, d'où la construction in- 
diquée sur la figure, de la si- 
nusoïde OABC pour la période 
T. Elle se reproduirait déplacée 
de OC, 2 OC, etc., pour les pé- 
riodes suivantes. 

Supposons à présent un mouvement harmonique de phase y, repré- 
senté par l'équation : 



X 
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Elle donnera une courbe horaire identique déplacéevers OT' d'une 
longueur égale à la phase exprimée en temps, c'est-à-dire égale à : 

Sur la figure, on a supposé la phase <p = — . c= -- qui, exprimée 

T 

en temps est — - On a obtenu ainsi la sinusoïde O'A'B'C. Les por- 

tions d'ordonnées verticales comprises entre les deux courbes 
donnent à chaque instant la distance entre deux mobiles dont les 
mouvements différent par la phase <p, c'est-à-dire dont les mouvements 
harmoniques sont représentés par les équations (a) et (6) ci-dessus. La 
distance invariable comptée parallèlement à T'OT entre les mêmes 
courbes donne la différence constante entre les heures de passage 
des deux mobiles au même lieu. Les points d'intersection des deux 
courbes correspondent aux instants où le premier mobile fait son 
passage de sens direct en un lieu, au moment où le second y fait son 
passage de retour ou vice versa. 

51. Courbe des vitesses. — La courbe des vitesses du premier 
mobile marquée en traits discontinus coupe l'axe T'OT aux points 4 
et 12 correspondant aux points A et B où les tangentes à la courbe 
des espaces sont horizontales. Au contraire, les ordonnées masima 
et minima de la courbe des vitesses correspondent aux points d'inter- 
section 0, 8, 16 de la courbe des espaces avec l'axe TOT parce que 
ce sont ses points d'inflexion. Ces trois ordonnées ont même gran- 
deur absolue. On a construit celle p'. En supposant la période 

T 

T = OC de 8", on a pris 2 = -3- = 1". On a mené l'ordonnée 2.0 de 

la tangente en à la courbe des espaces et on l'a reportée en jS', 
De cette façon, si le rayon a du cercle qui a servi au tracé est établi 
à Féchelle d'un centimètre par mètre, les ordonnées de la courbe des 
vitesses mesurées à cette échelle donnent les vitesses en mètres par 
seconde. 
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52. Mouvement périodiquement uniforme ; moyen mouve- 
ment. — On appelle mouvement périodiquement uniforme, la super- 
position d'un mouvement uniforme et d'un mouvement périodique. 




Soit (fig. 7) MN la droite représentative d'un mouvement uni- 
forme. Prenons sur cette droite des points équidistants «<, «o? *3v- 
correspondant à des instants équidistants séparés chacun du suivant 
par un intervalle de temps T = a^ a, ir a^ ag =i etc. 

Traçons une courbe périodique coupant M N aux points a„ «j, aj... 
de façon que les arcs successifs ^{p^2Q^:\^ *3/^'«» ç'^s--- se repro- 
duisent. Le mouvement représenté par la courbe horaire ainsi tracée 
se nomme un mouvement périodiquement uniforme. 

Supposons un mobile fictif décrivant le mouvement uniforme re- 
présenté par la droite M N. On voit que ce mobile et le mobile réel 
se rencontrent périodiquement aux instants qui correspondent aux 
points «4, «2, aj... Ces rencontres sont d'autant plus fréquentes que 
la période est plus courte ; d'autre part le mouvement vrai et le 
mouvement uniforme qui s'appelle le moyen mouvement sont d'au- 
tant plus près de se confondre que les écarts maxima entre la 
droite et la courbe sont plus petits. 

En lait, il n'existe pas de mouvements uniformes rigoureusement 
réalisés. On ne réalise que des mouvements périodiquement uni- 
formes, mais assez voisins de leurs moyens mouvements pour pou- 
voir être confondus avec eux. 

C'est ce qui arrive, par exemple, pour les chemins de fer; Môme 



CD marche tout à fait régulière, le mouvement pendant un tour ile 
la roue inotria' n'est pas uniforme. Mais il coïncide avec un mou- 
vement uniforme après chaque tour de roue, c'est-à-dire très fré- 
quemment, et il suffit de se rendre compte du moyen mouvement 
qui en résulte. 



33. Graphique des chemins 
de fer. — Pour préparer Tindica- 
teur des chemins de fer et régler la 
marche des trains de façon que ceux 
d'une même voie ne se succèdent 
pas à de trop courtes distances, on 
représBDte leurs moyens mouvements 
par un diagramme qui s'appelle le 
graphique des trains et qui permet, 
d'un coup d'ceil, de se rendre compte 
de Pensemble de la circulation sur 
une ligne donnée, ce que l'Indicateur 
ne permettrait pas. 

La figure 8 représente le graphique 
des trains entre Marseille et Vinti- 
mille. On trace un rectangle ; sur son 
coté vertical, on porte, à partir du 
point de départ, les distances des sta- 
tions à une échelle convenable ; aux 
points ainsi obtenus on écrit les noms 
de ces stations, ainsi que les distan- 
ces comptées depuis la station origine 
et on trace les horizontales corres- 
pondantes. 

Le côté horizontal inférieur du 
cadre rectangulaire est divisé en 



24 parties représentant les 24 heures d'une journée, de minuit à 



minuit. Par les points de division on mène des verticales ; d^autres 
verticales intermédiaires indiquent les demi-heures ; sur les grandes 
lignes on fait encore des subdivisions indiquant les quarts d^heure, 
et d^autres indiquant les intervalles de cinq minutes. 

On représente ensuite le moyen mouvement de chaque train, ce 
qui forme des lignes droites inclinées d^un sens pour les trains d^une 
direction et des droites inclinées de Pautre sens pour les trains de 
direction contraire. Les arrêts aux stations sont figurés par des por- 
tions de lignes horizontales. 

Sur le graphique ci-joint, pour ne pas multiplier les lignes on n^a 
marqué les verticales que de demi-heure en demi-heure. On voit, 
par exemple, que le train n^ 42 part de Vintimille à minuit, arrive à 
Cannes un peu après 1 h. 1/2 du matin, s'y arrête cinq minutes, ar- 
rive aux Arcs un peu après 3 heures du matin et y a un nouvel arrêt 
et ainsi de suite. Les trains sont d'autant plus rapides que les lignes 
qui représentent leur marche sont plus près de la verticale. 

Le train 177 part de Marseille à minuit 35, arrive à Toulon à 
2 h. 1/4, s^y arrête dix minutes, brille lastation de La Pauline, ralentit 
sa marche entre La Pauline et Carnoules et ainsi de suite. 

Ce train 177 croise le train 42 qui va en sens inverse entre Car- 
noules et lés Arcs à 3 h. 3/4 du matin. 

Ces croisements, sur les lignes à double voie, peuvent se produire 
d^une manière quelconque; mais sur les petites lignes à voie unique, 
elles ne doivent se produire qu^aux stations munies de voies de garage. 

Sur la droite, le graphique porte le profil en long de la voie et ce 
profil explique pourquoi le train 177, comme les autres trains de 
môme sens, ralentit entre La Pauline et Carnoules ; c'est parce que 
là, le profil en long le montre, il y a une forte rampe à gravir. 

54. Diagramme de l'équation du temps en astronomie. — 

(m distingue en astronomie, le temps sidéral, le temps solaire vrai 
ou temps vrai et le temps solaire moyen ou temps moyen. 
Le jour sidéral, en principe, est la durée de la révolution diurne 
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de la terre autour de son axe ou Pintervalle entre deux passages su- 
périeurs consécutifs d^une étoile fixe au méridien. En fait, on prend 
rintervalle entre deux passages consécutifs d'un point fictif appelé 

le point \ernal, ce qui, à cause de la précession des équinoxes fait 

1" 
que le jour sidéral diffère d'environ -7^ de la durée de la révolu- 
tion delà terre. 

Le jour solaire vrai est Pintervalle entre deux passages consécu- 
tifs supérieurs du soleil au méridien. Ce serait la durée de la révo- 
lution de la terre si le soleil était fixe. Mais il a son mouvement an- 
nuel apparent autour de la terre qui fait que le jour solaire est un 
peu plus long que le jour sidéral. De plus, le soleil ne marche pas 
avec la régularité d'une montre ; son mouvement n'est que périodi- 
quement uniforme avec période d'une année et il se meut dans Vé- 
cUptiqiie qui est oblique et non normal à l'axe de rotation de la 
terre. C'est pourquoi on règle le temps sur un soleil fictif qui décrirait 
dans VéqucUeur le moyen mouvement du soleil vrai dans Técliptique. 
Le temps ainsi réglé qui est celui indiqué par les montres se nomme 
le temps moyen. Le jour moyen est l'intervalle entre deux passages 
consécutifs au méridien de ce soleil fictif. La différence entre le midi 

M. 26 

: : \ Mito/ X : \ ' ^- ^^ ^'^ ^1 

yS2 \ / 

Î6.B0 
Pig. 9. 

moyen et le midi vrai se nomme l'équation du temps. Elle est pério- 
dique avec période d'une année. Elle n'est que de 4 minutes au 
1* janvier, nulle vers le 16 avril et le l«rseptembre, maximum positive 
vers le il février, maximum négative vers le 3 novembre. Nous en 
donnons ci-dessus le diagramme emprunté aux leçons de cosmogra- 
phie de MM. Tisserand et Andoyer. 
Les chiffres relatifs aux ordonnées sont des minutes. Quand l'or- 
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donnée du diagramme est positive (au-dessus de Taxe horizontal qui 
représente une année) le midi moyen donné par nos montres pré- 
cède le midi vrai c'est-à-dire le milieu du Jour. La matinée marquée 
par nos montres est plus courte quePaprès-midi. C'est ce qui arrive 
du 24 décembre au 16 avril, principalement vers le 11 février où la 
différence est 14'26 et du 14 juin au l®"" septembre. C'est Pinverse 
du l*"" septembre au 24 décembre. Vers le 3 novembre la matinée 
dépasse la soirée de 16'2. 

A titre d'indication, on ajoutera que le jour solaire moyen est, ex- 
primé en temps sidéral, de 24 h. 3' 56' 55 et, en temps moyen ou 
de nos montres, le jour sidéral est plus court que le jour moyen de 
3' 55 ' 91. 



Exercices. 

1. Résoudre graphiquement les exercices du chapitre II. 

2. Deux mouvements sont représentés par des courbes horaires 
dont Tune est obtenue par le déplacement de Pautre parallèlement 
à une droite inclinée sur les axes du temps t et du chemin x. Quelle 
relation y a-t-il entre ces mouvements ? 

3. Faire le graphique d'une ligne à voie unique de 60 kilomètres 
de longueur qui comprend, outre les deux stations extrêmes, cinq 
stations équidistantes avec arrêt minimum de cinq minutes à cha- 
cune, sachant que le service comporte, dans chaque sens, et, 
par 24 heures ; six trains marchant à 50 kilomètres à l'heure, six 
marchant à 40 kilomètres et huit marchant à 25 kilomètres. 
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DIGRESSION SUR LES SOMMES GÉOMÉTRIQUES 

ET LES EQUIPOLLENGES 



55. Vecteurs. — 56. Equipollenco de deux vecteurs et notations. — 57. Sommes géomé- 
triques. — 58. Vecteurs parallèles. — 59. Projeclions dos sommes géométriques. — 60. Dé- 
finition analytique d'une somme géométrique. — 6i. Parallélogramme, triangle, parallé- 
lipipède de vecteurs. — 62. Différences géométriques. — 63. EquipoUouce de deux systèmes 
de vecteurs. — 64. Composition et décomposition de vecteurs issus d'un point. — 65. Dis- 
tinction entre la résultante et la somme g<^ométrique. — 66. Cas do doux et trois vecteurs. 
Exercices. 



55. Vecteurs. — Parmi les grandeurs que Ton rencontre en 
mécanique, il en est beaucoup qui peuvent être utilement représen- 
tées par des portions de lignes droites dont chacune a non seulement 
une longueur, mais aussi une direction et un sens déterminés. Une 
telle portion de droite se nomme un vecteur. 

Si on suppose un mobile fictif parcourant un vecteur dans le sens 
qui lui est attribué, le point de départ du mobile se nomme V origine 
et son point d'arrivée se nomme Vextré- 

mité du vecteur. L'extrémité est habi- i 

tuellement figurée par une flèche. Ainsi, „. ,^ 

^ ^ ' Fig. 10 

sur la figure 10, la ligne / représente 

un vecteur dont o est l'origine et e l'extrémité. On dit encore que 

le vecteur est issu du point o. 

56. EquipoUence de deux vecteurs et notations. — Deux 
vecteurs égaux, parallèles et de même sens sont dits équipoUents, 
Nous désignerons souvent un vecteur par la lettre même qui dé- 
signe sa longueur. Dans le cas où il en résulterait quelque ambi- 
guité, nous surmonterons cette lettre d'un trait. Ainsi un vecteur de 
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longueur l sera désigné par /, ou s'il y a ambiguïté par ï. Nous ex- 
primerons que deux vecteurs tei t sont équipoUents par l'égalité : 

' = '' (1) 

qui se nomme une équipollence. 
L'égalité ordinaire : 

i=f (O 

exprimerait simplement que les deux vecteurs ont même longueur, 
tandis que l'équipollence (1) exprime en même temps qu'ils ont 
même direction et même sens. Cependant, quand il n'en résultera 
pas de conrusioD, nous écrirons aussi les èquipollences sous la 
forme (1') 

57. Sommes géométriques- — Considérons (ûg. 11) un système 
de vecteurs distribués d'une manière quelconque dans l'espace. 

lu '* li, '.. I3, U (0) 

Déplaçons-les parallèlement à eux-mêmes de manière à les placer 




Pig. 11. 

bout à bout dans un ordre de succession quelconque, par exemple 
dans l'ordre de leurs indices. On formera de la sorte (fig. 11 bis) un 
contour polygonal dont les côtés : 

1, 2, 8, 4, 5, 6 (a) 




sont respectivement équipollents aux vecteurs donnés, le côté 1 étant 
équipollent au vecteur /^, le côté 2 au vecteur /^ et ainsi de suite. 

Ce contour polygonal plan ou gauche se nomme \q polygone des 
vecteurs donnés. Le vecteur OE qui va de Torigine à Pextrémité 
E de ce polygone se nomme Xbmc somme géométrique. En appelant L 

cette somme, Z<, Z,, l^ les vecteurs considérés, nous écrirons que 

L est, en grandeur, direction et sens, la somme géométrique de 
l^^l^, l^ par Péquipollence : 

L =7, 4- Ta + 73 4- = 8^r 

S^ désignant une somme géométrique. 

Cette extension du mot somme, très commode en mécanique, sera 
justifiée parce que les sommes géométriques possèdent les mêmes 
propriétés que les sommes arithmétiques et algébriques qu^elles 
comprennent comme cas particuliers. C^est ce qui résulte des propo- 
sitions très simples que nous allons établir . 

Théorèiib L — La somme géométrique d'un système de vecteurs 
est indépendant de l'ordre dans lequel on fait la sommation^ 
c'est-àrdire de l'ordre dans lequel on porte les vecteurs bout à 
bout. 

Envisageons (fig. 11 bis) le polygone : 

OA, Aa A3 A4 As AeE 

formé par les vecteurs : 

1, 2, 3, 4, 6, 6 

respectivement équipollents aux vecteurs donnés quelconques (fig. 1 1) : 

lu 'a* h^ hj h^ h 

Je dis que la somme géométrique E n^est pas modifiée si on in- 
tervertit Perdre de succession de deux côtés consécutifs du polygone, 
par exemple, des côtés 2 et 3. 

En effet, complétons le parallélogramme A^ A^ A3 A'3 déterminé 
par ces côtés. Au lieu de porter à partir de Pextrémité A| du côté 1, 

5 
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le côté 2 ; puis, au bout de celui-ci, le côté 3 de façon à aboutir en A3, 
portons d'abord le vecteur 3' équipoUent à 3, puis au bout de celui-ci 
le vecteur 2' équipoUent à 2. On voit qu'on aboutira toujours au même 
sommet A3, de sorte que les sommets suivants et, en particulier, 
Pextrémité E du polygone ne sont pas modifiés. Il en est donc de 
même de la somme géométrique L =: OE. 

Ainsi, sans changer cette somme, on peut intervertir Tordre de 
succession de deux vecteurs consécutifs. Mais, par une suite d'inter- 
versions pareilles, on peut amener un vecteur donné à occuper un 
rang quelconque dans la suite des côtés du polygone. 

Par suite, la proposition est démontrée. 

Théorème IL — On ne change pas la somme géométrique d'un 
système de vecteurs en remplaçant certains d^entre eux par 
leurs sommes partielles, ou inversement en remplaçant certains 
d'entre eux par d'autres dont ils soient les sommes. 

La proposition est évidente s'il s'agit de vecteurs consécutifs. 

Par exemple, dans la figure 11 bis^ on peut remplacer les vecteurs 
consécutifs 3, 4, 5 par leur somme géométrique Ag A3 ou inverse- 
ment, sans que l'extrémité du contour et, par suite sans que la 
somme totale OE soit modifiée. Et comme on peut aussi (Th. I), sans 
changer cette somme, amener des vecteurs quelconques à être con- 
sécutifs, la proposition est établie. 

Théorème III. — Si on amplifie une série de vecteurs dans un 
même rapport, leur somme géométrique est amplifiée dans ce 
rapport. 

Cela revient, en effet, à tracer la figure du polygone des vecteurs 
à une échelle différente. 

Ainsi, soit(fig. 12) la figure OABCDE où OEest la somme géomé- 
trique des vecteurs A, AB, BC, CD, DE ou de vecteurs équipoUents 
situés d'une manière quelconque dans l'espace. Amplifions le vecteur 
OA et toutes les diagonales issues de 0, ainsi que OE dans un même 
rapport /n : Ide^ manière à former le contour OA'BG'DE' en sorte 
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que OE' =: mxOE est la somme géométrique des côtés 0A\ A'B\ 
B'C\ CD', D'E'. Mais ces derniers, en vertu de la similitude des 

A d' 

/ .--' >f 

/ ^' -" ^ 

E É' 

Fig. 12. 

triangles de la figure, ont mêmes directions et même sens que les 
côtés correspondants du premier contour et sont ces côtés amplifiés 
dans le rapport m : 1, ce qui établit la proposition : 
Elle peut s^écrire ainsi. Si on a : 

L = /< -j- /q -1- ^3 + . . . . = S^l 
on en tire : 

m L = ml^ -f- m/2 + wï/3 = mSffi 

et s^énoncer encore ainsi : 

Théorème III bis. — Pour multiplier une somme géométrique 
par un certain nombre^ il suffit de multiplier chacun des termes 
de la ^mme par ce nombre. 

58. Vecteurs parallèles. — Si des vecteurs sont parallèles, 
les côtés de leur polygone sont tous dirigés suivant une même droite 
parallèle aux vecteurs donnés. Si les vecteurs parallèles sont tous 
de même sens, on voit ainsi que leur somme géométrique est un vec- 
teur de même direction et de même sens qu^eux et égal à leur somme 
arithmétique. 

S^ils sont de sens diiîérents, on peut d^abord (Th. I) porter bout à 
bout, ceux d'un sens, puis à la suite ceux de sens contraire ; on voit 
ainsi que la somme géométrique est un vecteur de môme direction 
que les vecteurs donnés, égal à l'excès positif de la somme arithmé- 
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tique de ceux d^un sens, sur la somme arithmétiqne de ceux de sens 
opposé et dans le sens de ceux qui ont la plus grande somme. 

Si, dans ce cas, on compte positivement les vecteurs dirigés dans 
un sens convenu choisi à volonté et négativement ceux de sens con- 
traire, on voit que la somme géométrique cherchée est égale en gran- 
deur et signe à la somme algébrique de tous les vecteurs additionnés, 
et que cette somme algébrique la détermine en grandeur et sens. 

59. Projections des sommes géométriques. — Considérons 
(fig. 11 et 11 bis^ p. 64) des vecteurs quelconques /^, l^. /g..., leur poly. 
gone issu de et leur somme géométrique E = L. Projetons les deux 
figures sur un plan par des lignes projetantes soit normales, soit plus 
généralement parallèles à une oblique quelconque au plan. Comme 
des vecteurs équipoUents restent équipoUents en projection, il est 
clair que la projection de la ligne OE va de l'origine à l'extrémité du 
polygone des vecteurs projetés, d'où ce théorème. 

Théorème IV. — La projection orthogonale ou oblique sur un 
plan de la somme géométrique d'un système de vecteurs coïn- 
cide avec la somme géométrique des projections de ces vecteurs. 

Projetons la même figure sur un axe par des plans projetants soit 
normaux à l'axe, soit plus généralement parallèles à un plan fixe 
oblique à l'axe. Il est clair qu'ici encore la projection de la droite E 
va de l'origine à l'extrémité du polygone des lignes projetées. Mais 
ici ce dernier polygone a ses côtés en ligne droite, de sorte qu'en 
convenant de prendre un sens positif pour l'axe de projection, ainsi 
que pour les vecteurs projetés et leur somme on arrive à ce théo- 
rème : 

Théorème V. — La projection orthogonale ou oblique sur un 
axe^ de la somme géométrique d'^an système de vecteurs est équi- 
valente à la somme algébrique des proj'ections de ces lignes. 

Théorème VI. — Pour qu'un vecteur soit la somme géométrique 
d'un système d'autres vecteurs^ il faut et il suffit que les projec- 
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tions du premier vecteur sur un système particulier de trois axes 
de coordonnées rectangulaires ou obliques soient respectivement 
égales aux sommes algébriques des projections des derniers sur 
ces mêmes a^res et alors la projection du premier sur un a^e 
quelconque sera égale à la somme algébrique des projections 
des derniers sur le même axe. 

En effet, soit L la somme géométrique d'un système de vecteurs et 
soit V un vecteur tel que ses projections sur trois axes de coordon- 
nées soient respectivement égales aux sommes algébriques des pro- 
jections de ces vecteurs sur ces axes. En vertu du théorème V le 
vecteur L possède la même propriété. Donc, les deux vecteurs L et V 
ont mêmes projections sur les axes des coordonnées, ce qui exige 
qu^ils soient équipoUents. 

Remarque. — Si on peut démontrer que la projection d'un vec- 
teur sur un axe quelconque est égale à la somme algébrique des 
projections d'un système de vecteurs sur le même axe, on a, par là 
même établi que, dans l'espace, le premier vecteur est équipoUent 
à la somme géométrique des derniers. 

Ce mode de démonstration est très fréquent. 

60. Définition analytique d'une somme géométrique. — 

Considérons un système de vecteurs rapportés à trois axes rectangu- 
laires. Comme leur somme géométrique est indépendante de leurs 
positions dans l'espace et ne dépend que de leurs grandeurs, direc- 
tion et sens, nous pouvons nous les représenter comme issus de 
l'origine des coordonnées et chacun d'eux est suffisamment défini : 

r Par sa longueur, grandeur essentiellement positive ; 

2° Par ses trois cosinus de direction, grandeurs qui peuvent être 
positives ou négatives. 

Soient : 

les vecteurs considérés. Désignons respectivement par : 

^u ^2* h 



leurs longueurs, par : 

«I. P,, ~i ; "j, ?» Ts ; «3, pî, 7î ; . . . 

les angles qu^ils font avec les axes des coordonnées; soient respecti- 
vement : 

L, \ i», V 

la longueur et tes angles de direction de leur somme géométritjue L. 
Le théorème des projections appliqué successivement aux trois 
axes de coordonnées nous donne les trois équations algébriques : 

iL cos 1 = 1, cos "i + /] coB S) + 's coa «s -|- 
Lcosn=/, C0a^, + /ïCO8|3, + ;3COBft+ 
L cos V ^ /, COB T( + 1% COB Tj 4- '3 COS Tî + 

Ces trois équations, avec celle : 

COB* X + ooa'n + coa* v = 1 

doivent nous donner sans ambiguïté les quatre inconnues L, cos X, 
cos [i, cos ï qui définissent en grandeur, direction et sens, la somme 
géométrique L. 

En les ajoutant, après les avoir élevées au carré, on a, en observant 
que : 

CO8* «) -|- 008* ft + COB* 7j = 1 
C08«( COB'^-i-COiPi COB^ + CÛSTi C0B7ï = C0B/( /i 

en appelant /, /j l'angle bien défini des deux vecteurs l, et /, supposés 
issus d^une même origine, et les relations similaires pour les autres 
vecteurs, on obtient : 

L* = l,'-^lt' + lg'+ -1-2 1, /, cob7, (;+2 i, /j COB 7; ^ + 

+ 2lilsC03Tih+ 

+ 

qui indique que le carré de la longueur de la somme géométrique 
j de vecteurs est égal à la somme dès carrés de ces vec- 
ntée du double de la somme de leurs produits deux à 
cosinus des angles qu^ils font entre eux. 
est essentiellement positif, en extrayantla racine carrée 
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positive du second membre de la dernière équation on a cette gran- 
deur sans ambiguïté. . 

Les trois équations (A) donnent ensuite sans ambiguité, les trois 
cosinus de direction cosX^ cos (x, cos v et ces trois cosinus définissent, 
comme on sait la direction et le sens du vecteur auquel ils se rap- 
portent. 

61. Parallélogramme, triangle, paralléllpipède de vec- 
tem*s. — S'il s'agit de deux vecteurs /^ et l^ seulement, au lieu de 
faire leur addition géométrique en les portant bout à bout, on peut 
(fig. 13) les porter à partir d'une origine commune de façon que 




Fig. 13. 

OÀet OB soient respectivement équipoUents à l^ et /j, puis achever 
le parallélogramme OABE. La diagonale OE de ce parallélogramme 
issue de sera la somme géométrique cherchée. Suivant qu'on envi- 
sage le triangle OAE ou le triangle OBE on a : 



0E = Z| + /2 
ou: 

L'un quelconque de ces deux triangles, celui que l'on veut, se 
nomme le triangle des deux vecteurs ; la figure complète se nomme 
leur parallélogramme. 

S'il s'agit de trois vecteurs non parallèles à un même plan, au lieu 
de faire leur addition géométrique en les portant bout à bout, on 
peut aussi les porter à partir d'une origine commune de façon 
que OA, OB, OC (fig. 14) soient respectivement équipoUents aux 
trois vecteurs dont il s'agit, puis construire le parallélipipède 
déterminé par ces trois lignes. La diagonale OE de ce parallélipi- 
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pède issue de est la somme géométrique cherchée ; car elle ferme 
le contour polygonal formé par trois arêtes consécutives quelconques 




Fig 14. 

issues de et équipoUentes aux vecteurs donnés. Suivant celui des 
trois systèmes d^arêtes consécutives que Ton adopte on trouve les 
trois sommes : 



^« + ^2 + ^3 ^t-^rh^h 



Tz+Ti + l. 



et on vérifie ainsi quelles sont toutes équipoUentes à OE. 
Ce parallélipipède se nomme le parallélipipéde des trois vecteurs. 

Corollaire L — La diagonale d^un parallélogramme construit sur 
deux vecteurs issus d'un point étant la somme géométrique de ces 
vecteurs, si j? et ^ sont les coordonnées d'un point quelconque A 
d'un plan rapporté à deux axes rectangulaires ou obliques le vec- 
teur r allant de Porigine des axes au point A est la somme géomé- 
trique des coordonnées x et y de ce point, d'où PéquipoUence. 

Donc, la projection de r sur un axe quelconque u est la somme 
algébrique des projections de ^ et de y sur m, en sorte que si on dé- 
signe par lu la projection d'un vecteur l sur un axe u on a l'égalité 

algébrique : 

r« = »a + y» 
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Ea particulier, si on projette sur chaque axe parallèlement à 
Pautre, on a : 

Corollaire II. — La diagonale du parallélipipëde construit sur 
trois yecteurs issus d^un même point et non parallèles à un même 
plan étant la somme géométrique de ces vecteurs, si on désigne par 
X, y^ z les coordonnées d^un point A de Tespace rapporté à trois axes 
de coordonnées rectangulaires ou obliques, le vecteur r allant dePo- 
rigine des coordonnées au point A est la somme géométrique des 
coordonnées de ce point, d^où TéquipoUence. 

Et en projection sur un axe quelconque u^ on a Pégalité algébrique : 

En particulier, en projection sur chacun des axes de coordonnées 
on a: 

Corollaire III. — Le carré r^ de la diagonale r issue d'un point 
A du parallélogramme construit sur deux vecteurs a et 6 issus de ce 
point a pour expression : 

r^ = a^ -I- fta -I- 2 a i ces a h 

Le carré de la diagonale r issue d'un point A du parallélipipëde 
construit sur trois vecteurs a, 6 et c issus de ce point a pour expres- 
sion: 

r*=a*+ô*4-c* + 2 ab ces ab-\'2 bc cos 6c + 2 ca ces ca 

62. Différences géométriques. — Nous dirons, par définition, 
que soustraire un vecteur E d'un vecteur a, c'est ajouter à ce der- 
nier le premier changé de sens et nous représenterons le résultat de 

cette opération par : 

a — b 

de sorte qu'en convenant de désigner par — 6 un vecteur égal, pa- 
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rallèle et de sens opposé au vecteur 6", nous aurons par définition : 

â— Â=a-(-(— ï) (B) 

pour exprimer V excès géométrique de a sur 6. 

Menons (fig. 15) les vecteurs a et 6 d'une même origine et soient 
respectivement OA et OB ces vecteurs. Complétons le parallélo- 
gramme OABC. Nous savons que la diagonale OC représente la 



Fig. 15 

somme géométrique a + 6. Je dis que la diagonale B A dirigée de B 
vers A représente la différence géométrique a — 6 . En effet, pour 
obtenir cette différence, nous devons, par définition, prendre le vec- 
teur B' égal et de sens opposé à B et faire la somme géométrique de 
A et OB'. C'est la diagonale OC du parallélogramme OA B'C et Ton 
voit que OC, est équipoUent à BA. 

En résumé, si on considère le parallélogramme OABC construit 
sur deux vecteurs : 

OA=a 0A = 6 

on a les relations : 

OC=â+b 

BA = a — 6 

TnéoRÈME DES PROJECTIONS. — Il résulte de la définition (B) de la 
différence géométrique et des théorèmes de projection (§ 57), comme 
aussi de la figure (15) que : 
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1") La projection sur un plan de la différence géométrique de 
deu,r vecteurs est équipollente à la différence géométrique des 
projections de ces vecteurs. 

2*) La projection sur un are de la différence géométrique de 
deux vecteurs est égale à la différence algébrique des projec- 
tions de ces vecteurs, 

3"*) La longueur A de la différence géométrique a — b de deux vec- 
teurs de longueur a et 6 est donnée par la formule : 

A«=a2-f i« — 2 ab cos ab 

61. Equipollence de deux systèmes de vecteurs. — Nous 
dirons que deux systèmes de vecteurs sont ëquipoUents lorsquUls ont 
même somme géométrique et si : 

Ui ^fth 

sont les vecteurs du premier système : 

/' /' 1' 

ceux du second, nous écrirons leur equipollence ainsi : 

Û + h+h+ = F<-f r. + F3+ (C) 

ou abréviativement : 

S^7 = Sj' (C) 

On voit que, par définition, deux systèmes de vecteurs sont équi- 
poUents lorsque leurs deux polygones issus d'une même origine 
aboutissent à une même extrémité E. 

L^èquipollence entre deux vecteurs : 

1 = 1 

se nomme une equipollence monôme et PéquipoUence (C) ou (C) se 
nomme une èquii^oUence polynôme... Une equipollence polynôme 
(C) équivaut d'ailleurs à l'équipoUence monôme. 

L = L' 

en désignant respectivement par L et F les deux vecteurs qui for- 
ment les sommes géométriques de / et de /'. 
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Des propriétés des sommes géométriques établies plus haut, ré- 
sultent immédiatement les conséquences suivantes : 

1° On ne modifie pas une équipoUence en changeant Tordre des 
termes qui entrent dans Pun de ses membres ou en remplaçant cer- 
tains termes par leurs sommes géométriques partielles ou inverse- 
ment en remplaçant un terme par deux ou plusieurs autres dont il 
est la somme géométrique ; 

2*) On peut multiplier tous les termes d'une équipoUence par un 
même facteur, c'est-à-dire amplifier les longueurs de tous les vec- 
teurs qui entrent dans les deux membres dans un même rapport. 

3® Une équipoUence se maintient en projection orthogonale ou 
oblique sur un plan quelconque : 

Ainsi, si on a : 

Sgl = agT (D) 

en appelant Ip et Ip^ les projections par des projetantes parallèles 
des Ugnes l et l sur un plan P, on tire de (D) : ^ 

S glp= Sgl'p 
quel que soit le plan P. 

4®) En projection sur un axe, une équipoUence se transforme en 

égalité algébrique. 

Ainsi, si on désigne respectivement par /« et l'u les projections 
orthogonales ou parallèlement à un plan fixe quelconque, des vecteurs 
/ et Z' sur un axe u et qu'on désigne par £ une somme algébrique, on 
tire de (D), Téquation algébrique : 

quel que soit Paxe. 

50) Pour que deux systèmes de vecteurs soient équipollents^ il 
faut et il suffit quHls aient mêmes sommes cUgébriques de projec- 
tions sur trois axes de coordonnées rectangulaires ou obliques 
choisis à volonté et alors ils ont même somme algébrique de pro- 
jections sur tout autre axe; 

&") De là résulte qu'une équipoUence quelconque : 
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équivaut aux trois équations algébriques. 






Les èquipollences ne font ainsi que fournir une abrévation. Mais 
elle est très précieuse et simplifie bien des démonstrations : 

7®) Pour faire pdsser un vecteur d'un membre d'une équipol- 
lenee dans l'autre m^mhre, il suffit de l'effacer dans le premier 
et de le faire figurer dans le second enl'ajffectant d'un sens con- 
traire à celui qu'il aoait. 




Fig. 13 



Si on convient, comme nous Pavons déjà fait, de désigner par — / 
le vecteur l changé de sens, cela équivaut à dire que, pour faire pas- 
ser un terme l d^un membre où il se trouvait dans Pautre, il suffit 
de l'affecter, dans ce dernier, d'un signe contraire à celui qu'il avait 
dans le premier. 

Ainsi, envisagons PéquipoUence : 



Tii-r^+h+r,+k = r,+r^+T^+r, 



(E) 



Cela signifie (fig. 16) que le contour OA4 A ^ À, À^ E dont les côtés 
sont équipoUents aux vecteurs du premier membre et le contour 
OA'^ A', A,' E dont les côtés sont équipoUents aux vecteurs du second 
membre ont même somme géométrique OE, c'est-à-dire même 
origine et même extrémité. 
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Je dis, par exemple, que pour faire passer /g dans le second mem- 
bre il suffit d'en changer le sens, c'est-à-dire que de (E), on tire : 



li+l. + h + lA = l\ -f ^'2 + h + I'a - h 

En effet, le premier membre à présent est ëquipoUent à OA^. Mais 
le second est aussi équipoUent à OA^. Car Aji est la somme géo- 
métrique des vecteurs : 



OA!\=^l'\ A'4A'a=/', A'2A'3=r3 
AVÈ =T4 et EA4 = — h 

La démonstration suppose que c'est le dernier terme d'un mem - 
bre qu'on transpose. Mais comme on peut (Th. I, § 55) amener n'im- 
porte quel terme à occuper le dernier rang sans troubler l'équipoUencc 
la démonstration est générale) 

62. Composition et décomposi^oii de vecteurs issus d'un 
mdme point. — On peut dire que tous les vecteurs que l'on est 
amené à considérer en mécanique et dans les Sciences Physiques pos- 
sèdent cette propriété: que des vecteurs en nombre quelconque issus 
d'un même point peuvent être remplacés par un vecteur unique issu 
de ce point et équipoUent à leur somme géométrique. 

Substituer ainsi un vecteur unique à d'autres vecteurs, c'est com- 
poser ces derniers. Le vecteur unique obtenu se nomme la résul- 
tante ou le vecteur résultant de ceux qu'on a composés et ces der- 
niers prennent le nom de composantes ou vecteurs composants par 
rapport au premier. 

Inversement, un vecteur quelconque peut toujours être remplacé 
par un nombre quelconque d'autres vecteurs issus du même point 
que lui, assujettis à cette seule condition d'admettre ce dernier pour 
leur résultante. 

Remplacer un vecteur par deux ou plusieurs autres, c'est le décom^ 
poser en ces derniers. 

63. Distinction entre la résultante et la somme géomé- 
trique. — On voit que la résultante d*un système de vecteurs issus 
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d'un point ne se distingue de leur somme géométrique qu^en ce que 
cette dernière n'est définie qu'en grandeur, direction et sens sans 
Pètre en position, tandis que la résultante Pest aussi en position. Mais 
tous les théorèmes établis pour la somme géométrique de vecteurs 
quelconques s'appliquent à la résultante de vecteurs issus d'un 
point. 

64. Cas de deux ou trois vecteurs. — Delà, les conséquences 
suivantes . 

V) La résultante de deux vecteurs issus d'un point est la diago- 
nale du parallélogramme qu'ils déterminent issue de ce point ; 




o J? 

Fig.|17. 

2') On peut toujours (fig. 17) décomposer un vecteur Xe issu d'un 
point en deux autres issus du môme point, parallèles à deux axes 
de coordonnées Ox, Oy de directions arbitraires pris dans Tun 
quelconque des plans passant par A 6. Le problème est complètement 
déterminé et donne ce qu'on appelle les composantes de A e pa- 
rallèles aux axes. Elles sont égales aux projections de ke sur les 
axes, projections obliques dans ]e cas général et orthogonales dans 
le cas d'axes rectangulaires. 

3** On peut (fig. 17) décomposer un vecteur ke en deux autres issus 
du même point, dont l'un Àa, donné arbitrairement en grandeur, 
direction et sens; l'autre A6 équipoUent à ae est alors déterminé. Il 
est Yexcés géométrique 

Xe — Aa 

du vecteur donné sur la composante donnée ; 
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4^ La résultante de trois vecteurs issus d^un point et non située 
dans un même plan est la diagonale du parallélipipède quUls déter- 
minent issue de ce point. 




Fig. 18. 



50 On peut toujours (fig. 18) décomposer un vecteur Xe en trois 
autres parallèles à trois axes de coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques quelconques Ox^ Ot/, 0^. Le problème est complètement déter^ 
miné et donne ce qu^on appelle les compo^a/i^es de ke parallèlement 
aux axes. Ces composantes Aa, Â6, Ac sont équipoUentes aux projec- 
tions de ke sur les axes, projections orthogonales ou obliques suivant 
que les axes sont rectangulaires ou obliques. 



Exercice. 

Démontrer qu^on peut définir deux systèmes de vecteurs équipol- 
lents, deux systèmes tels qu^on peut passer de Pun à Pautre par les 
deux opérations suivantes répétées un nombre suffisant de fois. 

10 Compositions ou décompositions de vecteurs issus d*un même 
point (§ 62 et 63). 

20 Déplacements de vecteurs parallèlement à eux-mêmes. 



CHAPITRE V 



MOUVEMENTS RELATIFS ET COMPOSÉS 
SUIVANT UNE DIRECTION COMMUNE 



65. HouTement relatif — 66. MouTement apparent. — 67. Délermi nation du mouvomcnt 
relatif ou apparent. — 68. Composition des mouTemcnls. — 69. MouToments simuilanés. 
— 70. Rédaction d'an mouvement relatif à deax mouTements simultan(!'s. — 71. — Com- 
position do mouvements uniformes ou uniformément variés. — 72. Composition de mou- 
vements '^harmoniques de même période. — 73. Représentation de Tampliludo et de la 
phase par un lectear. — 74. Remarque sur Tapplication aux courants polyphasés. — 
75. — Cas de vibrations de périodes différentes. 
Exercices. 

65. Mouvement relatif. — Reprenons le mouvement sur une 
droite donnée X'X et admettons que deux mobiles A^ et A, se meu- 
vent sur cette droite. 

Il se peut qu'on n'ait pas intérêt à connaître leurs mouvements 
vrais sur la droite, mais seulement leurs mouvements relatifs^ 
c'est-à-dire à chaque instant. 

1* Leur distance A, A^. 
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Fig. 19. 

2° Le point de savoir de quel côté se trouve chacun d'eux par rap- 
port à l'autre. 

Il suffit, pour cela, après avoir adopté un sens positif des abscisses, 
par exemple, de gauche à droite, de se donner en fonction du temps, 
Tabscisse de l'un des deux mobiles par rapport à l'autre pris 
pour origine des abscisses, comme si ce dernier était fixe. Donnons- 
nous l'abscisse de A» par rapport à A,, ce qui déterminera le mouve- 

6 
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ment relatif du premier point par rapport au second. Désignons par 
Xj,, cette abscisse à Pins tant ^. 
L'équation 

OÙ le second membre est une fonction donnée, représente le mouve- 
ment relatif que l'on a en vue. 

Comme on ne s'intéresse pas aux positions vraies des deux mo- 
biles, rien n'empêche de regarder celui à partir duquel sont comptées 
les abscisses relatives comme occupant fictivement sur la droite XX' 
une position fixe arbitrairement choisie et alors l'autre occupera à 
chaque instant une position fictive correspondante A', donnée par 
l'équation (1). C'est ce mouvement fictif ainsi rapporté à une origine 
l\\e comme les mouvements que nous avons étudiés jusqu'irj, qui se 
nomme le mouvement relatif de A, par rapport à A^. Il nous donne ce 
que nous désirons connaître : la distance vraie à chaque instant des 
deux mobiles et le sens de cette distance. 

La dérivée première. 

de l'abscisse relative indique, suivant son signe, la vitesse avec 
laquelle les deux mobiles s'éloignent ou se rapprochent l'un de 
l'autre et la dérivée seconde. 

indique si cette vitesse de l'écart entre les mobiles s'accélère ou se 
ralentit. 

Ces dérivées se nomment respectivement la vitesse et Taccéléra- 
tion relatives du mobile A, par rapport au mobile A,. 

Si on préférait connaître le mouvement de A^ par rapport à A, pris 
pour origine on observerait que la nouvelle abscisse relative que 
nous appellerons x^^ est égale et opposée à la précédente, en sorte 
qu'on aurait : 

.r42 ^= — -''ai ) 
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Les abscisses^ les vitesses et les accélérations relatives des 
deiLx: mobiles l'un par rapport à Vautre sont égales et de sens 
opposés. 

66. Mouvement apparent. — Supposons un observateur inva- 
riablement lié au point A, auquel nous rapportons le mouvement de 
A, et observant ce dernier point. Quels que soient les instruments 
de mesure qu'on mette entre ses mains, s'il ne possède aucun repère 
fixe sur la droite X'X ou en dehors de cette droite, il lui sera impos- 
sible de se rendre compte de son propre mouvement. Il ne pourra 
mesurer que Tabscisse tTa, du point A, par rapport à lui-même. Il ne 
pourra donc connaître que le mouvement relatif de A,. Voilà pour- 
quoi ce mouvement relatif se nomme aussi le mouvement apparent 
de ce point pour une personne qui observe ce mouvement depuis le 
point mobile A^ pris pour station d'observation. 

Un voyageur qui, d'unvagonen mouvement observe un arbre, voit 
le mouvement relatif de cet arbre par rapport au vagon. Ce mouve- 
ment comme le montrent les équations (a) ci- dessus est égal et con- 
traire à celui du vagon par rapport à l'arbre. C'est pourquoi l'arbre 
parait fuir à l'arrière du train avec une vitesse égale et contraire à la 
vitesse de ce dernier. 

67. Détermination du mouvement relatif ou apparent. 

— Supposons à présent (fig. 20) trois mobiles A,. Aj, A^ cheminant 
sur une même droite. On ne connaît le mouvement d'aucun d'eux. 

^' rr- — XT" -r, — ^ 

Fig. 20. 

Mais on suppose donnés les mouvements des deux derniers par rap- 
port au premier. On demande de déterminer leur mouvement 
relatif. 

Les données sont les abscisses ./.j,, et j:^^ des mobiles A, et A, rela- 
tivement à celui A| pris pour origine ou pour station d'observation 
et il s'agit de trouver Tabscisse ./'3a dp A, par rapport à A,. 
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Or, on a manifestement : 

d'où : 

.r'3, ==.r'3, — .r'2i 

L'abscisse ^03, la vitesse o^'oa et Taccélération eZ^^a de A , par rap- 
port à A3 seraient respectivement : 

^23 =-^21 -^J'ii =— a?32 

x'^ = x'2i — ic'a^ = — ic'sa 

a? 23 — •^' 2Ï — ^ 31 — — •^32 

Théorème. — Les dbsccsses, vitesses et accélérations relatives 
de deux mobiles cheminant sur une même droite sont respecti- 
vement les différences de leurs abscisses, vitesses et accéléra- 
tions relativement à un même troisième mobile cheminant sur la 
même droite, quel que soit d'ailleurs le mouvement eonnu ou 
inconnu de ce dernier. 

68 . Composition des mouvements. — On peut encore se 
proposer le problème suivant : 

Les trois points étant rangés dans un ordre quelconque, par 
exemple, dans Tordre croissant de leurs indices : 

A^, A2, A3 

sans que l'on connaisse le mouvement absolu d'aucun d'eux^ on 
donne le mouvement du second par rapport au premier et le mouve- 
ment du troisième par rapport au second,trouver le mouvement du 
dernier par rapport au premier. 

Ici, les données sont x^x et */?,.> ^^ l'inconnue est x^^.On a évidem- 
ment : 

^31 ■= ^21 + '^'32 

d'où : 

x\\ =aî'2i +a?'32 

n II I II 

^' 3I = -'P 21 ■+-./• 32 
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On peut généraliser. Soient a points : 

A4, A2, Aa Ai»_4, Art (A) 

se mouvant sur une même droite. On donne le mouvement de chacun 
d^eux par rapport à celui qui le précède immédiatement dans 
l'ordre \K) ; trouver le mouvement du dernier par rapport au pre- 
mier. 

Simplifions un peu la notation. Désignons par Xi^dM lieu de cZ? <, < _ «-, 
Tabscisse du point A/ par rapport au point Ai . / et désignons par x 
Tabscisse cherchée de kn par rapport à A^. On aura : 

x = x^ 4- 0:3 H- a?4 4- -\-Xn 

Par les notations précédentes, ce serait : 

Le mouvement cherché prend par rapport aux divers mouvements 
relatifs donnés le nom de mouvement résultant et ces derniers 
prennent par rapport au premier le nom de mouvements compo- 
sants. L^opération qui a pour objet de déduire un mouvement résul- 
tant de deux ou plusieurs mouvements composants se nomme la 
composition de ces mouvements. La recherche de la vitesse ou de 
Paccélération du mouvement résultant se nomme la composition des 
vitesses ou des accélérations. 11 résulte de Téquation ci-desssus et de 
ses dérivées première et seconde prises par rapport au temps que : 

L'abscisse j la vitesse et V accélération d'un mobile dont le mou' 
vement est regardé comme résultant d'un nombre quelconque de 
mouvements composants dirigés suivant la même droite s^obtien- 
nent en ajoutant respectivement les abscisses, les vitesses et les 
accélérations des mouvements composants. 

69. Mouvements simultanés. — On dit souvent que le point 
A;,, dans son mouvement résultant, est ammè simultanément de tous 
les mouvements composants. Cette locution peut se justifier par les 
considérations que nous allons, pour abréger le langage, appliquer 
au cas de trois mouvements composants. 
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Supposons donc (fig. 21) quatre mobiles. 

Ai, A2, A3, A.i 

se mouvant sur la droite X'X. Pour plus de clarté, reportons cette 
droite en 3'3. 

— ^ jj 

^ — t M — rr: ! r r-fe ^ J-h f- 
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Fig. 21. 

Imaginons deux autres droites 2'2 et 11 parallèles à la précédente 
placées au-dessous d'elle dans un môme plan vertical. 

Imaginons encore que la droite 3'3 s'appuie sur 2'2 par Pintermé- 
diaire de roues, de façon à pouvoir se mouvoir sur elle à la façon 
d'un trottoir roulant ; que la droite 2'2 puisse de môme se déplacer 
en s'appuyant sur la troisième l'I qui, elle, est fixe ou animée d\in 
moiLcement inconnu quelconque. 

Ceci posé, ne conservons que le mobile A, dont nous cherchons le 
mouvement résultant et, à la place des trois autres mobiles A3, A,,A„ 
marquons trois points fires 03,0o, 0^ respectivement sur les droites 
mobiles 3'3, 2'2, 11. 
Admettons à présent : 

lo Que la verticale du point Aj, se déplace sur la droite 3'3, de 
façon que son abscisse par rapport à l'origine 0^^ fi renient 9X\ac\\qg à 
cette droite soit à chaque instant égale à ./•,3, c'est-à-dire à celle qui 
représente son mouvement relatif par rapport au mobile A3 ; 

2** Que le trottoir 3'3 roule en ligne droite sur celui 2'2. Tous ses 
points ont nécessairement des mouvements identiques et il suffit de 
définir celui de l'un d'eux. Nous supposons son mouvement tel que 
Tabscisse de la verticale de O3 supposée, entramée avec le trottoir 3'3, 
mesurée depuis la verticale de l'origine Oa fixement attachée à 2'2, 
soit :r^J^.^^ c'est-à-dire celle du mobile A3 par rapport à Ao. 
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3o Que le trottoir 2'2 à son tour roule sur celui l'I, de façon telle 
que Pabscisse de la verticale de 0.> supposée, entraînée avec lui, 
mesurée depuis l'origine 0,, soit j?2<î c'est-à-dire celle du mobile Ao 
par rapport à A,. 

On voit ainsi que le point A| est animé d'abord de son mouvement 
propre sur le trottoir supérieur; en môme temps il est entraîné dans 
le mouvement que celui-ci effectue sur le trottoir 2'2 et aussi par 
le mouvement de ce dernier. 

On peut donc dire, à ce point de vue, que son mouvement relati- 
vement à 0. qui est le même que son mouvement relativement au 
mobile A, résulte bien de la simultanéité de trois mouvements auxquels 
il participe. 

La même image s'étendrait à un nombre quelconque de mouve- 
ments simultanés. 
La règle énoncée plus haut peut donc aussi prendre cette forme. 

Uahscisse^ la vitesse et V accolé rat ion d'un mobile animé d'un 
nombre quelconque de mouvements simultanés parallèlement d 
une même droite s'obtiennent en sommant algébriquement les 
abscisses^ les vitesses et les accélérations de ces mouvements. 

70. Réduction d'un mouvement relatif à deux mouve- 
ments simultanés. — Dans le problème du mouvement relatif 
(§ 67). Etant données, pour trois mobiles 

A^, A2, A3 

les abscisses x^^ et ^2^ des deux derniers par rapport au premier, 
trouver Pabscisse x^o du dernier par rapport au second, on a 
trouve : 

qu'on peut écrire : 

.r32 = .r3i + (— ara,) 

d'où cette conclusion. 

Le mouvement relatif d'un mobile X^ par rapport à un mobile 
k^pris pour repère ou origine s^obtient en composant le mouve- 



ment propre de Ag acec un moucement égal et contraire au mou- 
vement de l'origine à laquelle on le rapporte. 

71. Composition de mouTements uniformes ou unifor- 
mément variés. — Il résulte immédiatement des règles qui pré- 
cèdent : 

1° Que le mouvement résultant d'un nombre quelconque de mou- 
vements uniformes est un mouvement uniforme dont la vitesse est 
la somme algébrique des vitesses des mouvements composants ; 

2° Que le mouvement résultant dVn nombre quelconque de mou- 
vements uniformément variés ou les uns uniformément variés et les 
autres uniformes est un mouvement uniformément varié dont l'accé- 
lération est la somme algébrique des accélérations de ceux des mou- 
vements composants qui ne sont pas uniformes. 

72. Composition de mouvements barmoniqnes de mémo 
période. — L'abscisse d'un mouvement harmonique est (§ 35) 
égale à : 

asin (nf — ;) 



a et f. 

Il résulte de là que l'abscisse que nous appellerons x- d'un point 
animé d'un nombre quelconque de mouvements harmoniques do 
même période sera de la forme : 

x=a, ein (n( — ?,)+Oaaitt {n t ~ f^ + aj a'm {n t — ^3) -\- 

la constante n que définit la période étant la même dans tous les 
termes, tandis que l'amplitude et la phase changent d'un terme à 
l'autre . 

73. Représentation de l'amplitude et de la phase par 

T. — Pour connaître le mouvement résultant, il est com- 
résenti-r l'amplitude et la phase d'un mouvement har- 
' un vecteur. 
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A cet effet, prenons dans un plan (fig. 22) une demi-droite quel- 
conque P qui n'a aucune relation nécessaire avec la droite suivant 
laquelle se font les mouvements vibratoires que nous étudions. 
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Fig. 22. 

A partir du point 0, pour le mouvement dont la phase est ^^ et l'am- 
plitude a,, menons le vecteur OA^ = a^ faisant avec OP l'angle ?<, 
les angles positifs étant comptés dans un sens convenu. 
Nous aurons ainsi les vecteurs : 

OA^, OA2, OA3, OA4 

en supposant, pour limiter la figure, qu'il s'agisse de quatre mouve- 
ments simultanés. 

Règle générale. — Ceci étant, nous allons établir la règle sui- 
vante : 

Va nombre quelconque de mouvements harmoniques simultanés 
de même période et suivant la même droite équivalent à un mou- 
vement harmonique unique de même période que celle des mouve- 
ments composants et dont l'amplitude et la phase sont représen- 
tées par la résultante des vecteurs représentant les amplitudes et 
les phases de ces mouvements. 

Ainsi, construisons la résultante OA des vecteurs a^^ a,, aj, a*, 
ce qui exige qu'on construise le polygone de ces vecteurs. Désignons 



par a la longueur de la résultante et par 9 Pangle qu'elle fait avec 
Taxe OP, angle compte positivennent du côté convenu. Je dis qu'on 
a simplement : 

a: = a sin (n i -— ç) 

ce qui équivaut à dire qu'on a identiquement quel que soit /. 

a sin {nt — ?) = a« sin (nt — 9^) + «2 sin (n / — ^2) + • • • • 

C'est ce qui a lieu en effet. Car cette équation qui peut s'écrire : 

a cosTg — nf + çWo^cosT^ — n« + f<jH-a2C0sr^ — 11^+92^+ 

exprime cette vérité : que la projection de la résultante ou somme géo- 
métrique OA des vecteurs OA^ , OAi... sur une axe OZ faisant avec 

P du côté des angles négatifs Pangle -^ — n ^ est égale à la somme 

algébrique des projections de ces vecteurs sur cette droite. Or, cela 
est vrai quelle que soit la direction de Taxe OZ, c'est-à-dire quel que 
soit t. 

Corollaire. — Le mouvement relatif de dewjc mobiles animés 
de mouvements harmoniques de même période est un mouvement 
harmonique qui a ôrjalem^nt cette période et dont l'amplitude et 
la phase sont reprOsentih's par un vecteur équivalant à la diffé-- 
rence géométrique des vecteurs qui représentent les amplitudes 
et phases des mouvements des dewr mobiles. 

Remarque. — La figure 20 suppose toutes les phases positives et 
comptées de à 2ct. Si on les comptait de — es à + cr, celle de A^ 
serait négative et, en valeur absolue, égale à l'angle PO A4. Le vec- 
teur A4 n'en serait pas modifié. 

74. Remarque sur PappUcation aux courants poly- 
phasés. — Supposons que les mouvements composants au nombre 
de k aient tous la môme amplitude avec des phases en progression 

arithmétique dont la raison soit -^ . Le polygone des vecteurs sera, 

dans ce cas, un polygone régulier fermé de k côtés. 
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Par suite, l^amplitude résultante a sera nulle et on aura : 

Ainsi : les vibrations de même amplitude et de phases en pro- 
gression arithmétique se neutralisent ou équivalent au repos. 

On le vérifie facilement pour /[r = 2 où la raison est -77 rz cj, do 

sorte que : 

a: = a [sin (n^ — çO + sin (ni — 9^ + «5)] = 

On le vérifierait aisément aussi pour : 

k = 8, 4, etc. 

Les courants électriques dits polyphasés utilisent cette propriété, 
notamment pour /c = 4 (courants diphasés) et Ar =: 3 (courants tri- 
phasés). Ce sont les intensités des courants alternatifs qui, dans ce 
cas, sont représentés par des harmoniques de phases en progression 

2ei 
arithmétique avec la raison -j- , en sorte que la somme algébrique 

des courants est nulle ou ce qui revient au môme, dans les triphasés, 
par exemple, le courant du fil retour égale la somme des courants des 
deux autres fils. 

75. Cas de vibrations de périodes différentes. — Le pro- 
blème de la composition de deux vibrations Iiarmoniques de périodes 
différentes est infiniment plus complexe. Supposons, par exemple, 
que Pon ait à étudier un mouvement formé de deux mouvements 

vibratoires de période — et — c'est-à-dire dont Tabscisse serait de 

'^ n 11, 

la forme : 

x = a sin (n < — ç) -|- «4 sin (w< i — ç») 

Quoique chaque terme soit harmonique, le mouvement résultant 
ne sera ni un mouvement harmonique, ni même, en général, un mou- 
vement périodique. 

Il sera périodique sans être pour cola réductible à un mouvement 
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harmonique, lorsque les deux périodes auront une commune 
mesure. Soit — cette commune mesure, en sorte que : 



2p , 2cr 

t 



n = k^^-^ «, = 1;, ^ 



k et /c, étant des nombres entiers. On voit que si le temps ^ augmente 
de T, les arguments des deux termes du second membre augmentent 
respectivement de 2 /c ct et 2 /c, ct, c'est-à-dire de nombres entiers de 
circonférences, de sorte que t est une période commune aux deux 
termes. 

Supposons, par exemple, ni ==2n ce qui, en acoustique, serait le 
cas de la superposition d^un son et de son octave, on aurait : 

x = a sin {nt — 9) +04 sin (2 n^ — cpi) 

On voit quex admet la période — . Mais, même dans ce cas simple, 

les deux termes ne se réduisent pas à une harmonique unique et si on 
voulait chercher les limites d'excursion du mobile, en annulant la 
vitesse x' , on aurait Péquation : 

a ces (n* — ç) + 2a| ces (2 nt — ft) =0 

qui serait encore assez laborieuse et l'équation analogue pour /i et /i^ 
incommensurables serait transcendante et ne pourrait se résoudre 
que sur des données numériques par tâtonnements ou graphique- 
ment. Le mieux, en ce cas, est de faire le diagramme de chacun des 
mouvements composants harmoniques (§ 50) et de la vitesse corres- 
pondante, et de les superposer pour avoir le diagramme du mouve- 
ment résultant. 

Exercices. 

1"* Composer les deux mouvements : 



X 



r . 2rjt , . /2at . 2 uNl 
=:: a |î^8in -Tp +sm ( -^ •+ —)\ 
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2' Composer graphiquement les deux mouvements : 

X =sm— wr + 2, 1 sm— ?k — 



ou pour : 

n =0, 98 T = 24 heures et T = 12 heures. 



CHAPITRE VI 



VITESSE ET ACCELERATION 
DANS UN MOUVEMENT QUELCONQUE 



A.— Vilesse. 

76. Vitesse considérée comme ao vecteur. — 77. Seconde définition. ~ 78. Vitesse considérée 
comme dérÎTée géométrique d'an vecteur. — 79. Décomposition d'une dérivée géométrique ou 
d'une vitesse. 

B. — Accélération, 

80. Hodograpiie et accélération dans ua mouvement rectiligne. — 81. Hodograpbe et accélé- 
ration dans un mouvement quelconque. — 89. Accélérations tangentiolle et normale. — 
83. Conditions pour que Taccélération d'un mobile soit constamment normale ou eonstamaienl 
tangente à sa trajectoire.— 84. Conditions pour que TaccélératiOB d*iiB mobile soit eoistam- 
ment nulle. 



A. — Vitesse. 

76. Vitesse considérée comme un vecteur. — Dans un 
mouvement curviligne, comme dans le mouvement rectiligne, on ap- 
pelle vitesse moyenne le rapport du chemin parcouru à Pintervalle 
de temps employé à le parcourir et vitesse à un instant donné, la li- 
mite vers laquelle tend ce rapport lorsque Pintervalle de temps con- 
sidéré décroit jus/ju'à zéro, en sorte que, si A et B (fig. 23) sont les 
deux positions respectives du mobile sur sa trajectoire M N aux deux 
instants quelconques <et^-+-A^>ne rapport 

arc A B 
Ai 

est la vitesse moyenne pendant l'intervalle de temps A i^ et la vitesse 
à l'instant t que nous désignerons par la lettre V est 

.r ,. arc AB . 

V =lim. — J-- — pour Af =0 
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Cette définition est, comme on le voit, la même que pour le mou- 
vement rectiligne. 




Mais dans le mouvement curviligne, il n'y a pas que la grandeur 
(le la vitesse qui puisse varier. La direction du mouvement, elle 
aussi, change à chaque instant . On appelle direction et sens d^un 
mouvement curviligne à l'instant t la direction de la demi-tangente 
AS à la trajectoire menée, à cet instant, dans le sens du mouvement. 

Ici, nous n'attribuons plus aucun signe conventionnel à la vitesse 
V et la définition que nous venons d'en donner en représente la gran- 
deur absolue ou essentiellement positive. Mais, pour que la vitesse 
donne à la fois une idée de la rapidité du mouvement et de sa direc- 
tion instantanée, on convient d'en porter la grandeur A V à une 
échelle convenue sur la demi-tangente A S dans le sens du mouve- 
ment. 

La vitesse Y est ainsi un vecteur défini, en grandeur, position et 
sens. 

77. Seconde définition. — On peut donner de ce vecteur une 
délinition un peu différente et, en général, plus fructueuse pour son 
étude. 

Convenons d'appeler déplacement rectiligne d'un mobile A pen- 



dant rintervalle de temps A lie déplacement d'un point fictif qui dé- 
crirait la corde A.B pendant que le mobile vrai décrit l'arc AB et ap- 
pelons vitesse moyenne rectiligaedu mobile vrai, la vitesse moyenne 
du point fictif, ce qui revient à définir la vitesse moyenne rectiligne 
que nous appellerons Vm par l'expression 



De plus, portons cette vitesse V,„ à une échelle convenue sur la 
corde A B à partir du point A dans le sens du mouvement, de sorte 
que le vecteur AVm=Vm représente en grandeur, direction et sens, 
la vitesse moyenne rectiligne pendant l'intervalle A t. 

Ceci étant, je dis que la vitesse V à l'instant i, peut être définie 
en grandeur, direction et sens, la limite vers laquelle tend la 
vitesse moyenne reclilif/ne lorsque l'interoalle de temps At dé- 
croît jusqu'à séro. 

En direction et sens, cela est évident, puisque la limite de la di- 
rection de la corde AB prolongée dans le sens A B, lorsque le point 
B se rapproche indéfiniment de A est la demi-tangente AS. 

Reste k prouver que cela est vrai aussi en grandeur, c^est-à-dire 
que l'on peut écrire 



au lieu de 



corde A B 



v=u„.î"*'' 



Or, on a identiquement en multipliant et divisant par corde AB. 

Arc A B ^ arc AB corde A B 
à l ~ corde A B ^ A ( 
d'où 

cAB ,. arc AB 



V=lin 



■ corde A B ^ 



Hais on sait que le rapport d'un arc à sa corde, lorsque l'un et 
l'autre décroissent jusqu'à zéro est l'unité. Donc 



V = iim. 



corde A B 
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78. Vitesse considérée comme dérivée géométrique 
d'un vecteur. — Reprenons (fig. 23, p. 95) un mobile décrivant une 
trajectoire quelconque MN. D'un point fixe arbitrairement choisi 
dans l'espace, menons un vecteur à chacune de ses positions. Ce 
vecteur sera ainsi défini en grandeur, direction et sens à chaque ins- 
tant t. 

Soient A et B les positions du mobile aux instants ^ et ^ + A ^ ; 
OA=r. OB=r, les vecteurs qui y aboutissent. 

Le déplacement rectiligne AB est en grandeur, direction et sens, 

la différence géométrique r^ — r c'est-à-dire, l'accroissement géomé- 
trique du vecteur, soit 

A B = n — r 

Par suite, la vitesse moyenne rectiligne correspondante sera, en 
grandeur, direction et sens, donnée par TéquipoUenco 

Et, à la limite, pour A^=0, la vitesse V à l'instant t sera donnée 
en grandeur, direction et sens par l'équipoUence 



V = lira. 



r^—r 



c'est-à-dire la limite du rapport de l'accroissement géométrique du 
vecteur à l'accroissement arithmétique de la variable t dont il dé- 
pend. 

Cette limite définie ainsi par le vecteur V [se nomme la dérirée 
géométrique du vecteur r. Ainsi, la vitesse d'un mobile est la dé- 
rivée géométrique d'un vecteur issu d'un point Jlre quelconque, 
et allant au mobile, 

79. Décomposition d'une dérivée géométrique ou d'une 
vitesse. — Soit (fig. 24) A la position occupée à un instant t par u\i 
mobile qui décrit une trajectoire MN et soit A V=V sa vitesse à cet 
instant ou ce qui revient au môme (§ 78), la dérivée géométrique 
d'un vecteur r=OA allant du point fixe au mobile. On décom- 
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pose (§ 64) la vitesse V en deux autres : l'une A D dirigée suivant le 
rayon /% l'autre AC perpendiculaire à ce rayon, de sorte que A V soit 
la diagonale du rectangle construit sur AD et A C. Cette dernière est 
donc, comme les deux premières, située dans le plan tangent en A au 
cône décrit par le vecteur r. Il s'agit de trouver les expressions des 
deux composantes A D et A C. 




Fig. 24. 

Pour cela, observons que la position du point A étant déterminée 
à chaque instant, il en est de même de sa distance v au point 0, de 
sorte que /• est une fonction uniforme de ^, soit 



r =/ (t). 



(1) 



Si, à partir de l'instant considéré ^, le rayon vecteur /' restait fixe, 

ce qui suppose qu'à partir de ce moment, le mouvement du point A 

soit un mouvement rectiligne s'opérant sur la droite fixe OAX 

suivant l'horaire défini par l'équation (1), sa vitesse en grandeur et 
signe (§16) serait : 
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et le mouvement sur A serait direct, c'est-à-dire dans le sens du 
prolongement AX de A ou rétrograde, c'est-à-dire dirigé vers le 
point 0, suivant que r est positif ou négatif. Si on représente cette 
vitesse par un vecteur que nous désignerons par Vr, ce vecteur se- 
rait la valeur absolue de r et comme il doit être porté dans le sens du 
mouvement, il serait porté, à partir du point A, sur le prolongement 
de rou au contraire vers le point suivant quer est positif ou néga- 
tif. Cette vitesse ainsi définie se nommé la vitesse relative du point A à 
l'instant considéré, c'est-à-dire sa vitesse relativement à la droite OA X. 

Si, au contraire, à partir de l'instant t le point A restait immobile 
sur la droite OAX, c'est-à-dire si sa distance r au point restait fixe 
et que le point ne se déplaçât (\\x entraîné par le mouvement de la 
droite OAX autour du point fixe 0, la vitesse qu'il prendrait et que 
nous désignerons par V^? se nomme sa vitesse d 'entraînement h Vins- 
tant considéré. Dans ces conditions, la trajectoire que décrirait le 
point A serait Pintersection du cône décrit par le rayon OX avec la 
sphère de rayon r décrite de comme centre. 

La vitesse d'entrainemeut V^ est donc tangente à cette ligne. Elle 
est, par suite, dirigée suivant la perpendiculaire au rayon /' menée 
daus le plan tangent au cône. 

Ceci posé, nous établirons le théorème suivant : 

TflÉonÈME. — La vitesse d'un point A ou la dérivée géométrique du 
vecteur rqui y aboutit peut se décomposer en deux : l'une suivant le 
vecteur, égale en grandeur et signe à sa dérivée ordinaire /*', étant 
entendu par là qu'elle est égale à la valeur absolue de ;•', dirigée de- 
puis A dans le prolongement de r ou, au contraire, vers le point fixe 
suivant que /*' est positif ou négatif ; l'autre, perpendiculaire au 
vecteur et égale à la vitesse d'entrainement de son extrémité. 

Pour le démontrer, soit B la position du mobile A, à l'instant 
(+\tet soitOB = r^, la position correspondante du rayon mo- 
bile r. 

Du point comme centre, avec OA=/'pour rayon, décrivons 
une sphère qui vient couper r^^ en un point G, et aussi le cône dont 



•^ ■♦ J . •* - ■"' . 
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la directrice est MN suivant une courbe AC^E. Menons les droites AB 
etAC,. 
La différence géométrique r^ — r est A B. Or, on a 



d'où 



AB 


= AC< 


-i-C^B 


AB 


AC< 


. C^B 

■^ Af 



Pour figurer cette équipoUence, amplifions A B et A Ci dans le rap- 

, 1 

port de -T--; , de sorte que : 

et joignons Cm V,„. Cette ligne est parallèle à C|B, les deux triangles 
AC,B et XCm^m étant semblables comme ayant Pangle commun A 
compris entre côtés proportionnels, à savoir : 

Ai 

d'où 

C<B 







AV,„ 


A \jm 






AB 


AC^ 


c 


v,„ 

.B 


1 
"~At 


( 



vj-m Vifi 



àt 



On voit donc que la vitesse moyenne rectiligne AV^ dans le mou- 
vement du point A sur sa trajectoire est donnée par Péquipollence : 



AVm= AC« + CmV,„ 

et, en passant à la limite pour ^ t = o : 



V=lim.Aa« + lim.Cm V 



m 



Le premier terme du second membre est, par définition, en gran- 
deur, direction et sens, la vitesse d'entraînement V^ du point A, 

Le second C^ V^ est parallèle à î\ qui, à la limite coïncide avec r. 
D'ailleurs, en crrandeur 

P V _C«B _ r< — r _ Ar 

^.n V„— ^^ — ^^ ~A<' 

en supposant, pour fixer les idées, î\ > /• 
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d'où 

lim. C/n V/w = r' 

4insi, à la limite et dans Thypothèse de r croissant avec t ou de 
r'> o, la limite de C« Ym est égale à r\ parallèle au rayon /' et dirigée 
suivant son prolongement. Pour r<o^ elle serait égale à — r 
et dirigée vers 0. Elle est en grandeur et sens égal à la vitesse rela- 
tive du mobile. Ainsi, en appelant V,. cette vitesse qui est, en valeur 
absolue, la dérivée ordinaire r du rayon et V^ la vitesse d'entraîne- 
ment, on a bien 

Si on complète le triangle AC V, la vitesse V est la diagonale du 
rectangle construit sur Vr=AD et Ve=AC. 

Corollaires. — 1* La projection orthogonale de la dérivée géomé- 
trique d'un rayon vecteur mobile r, issu d'un point fixe est : 

a) Sur le rayon lui-même, en grandeur et en signe la dérivée 
ordinaire r de ce rayon, étant entendu par là qu'elle est égale à la 
valeur absolue de cette dérivée et à porter dans le sens de r ou en 
sens contraire suivant qu'elle est positive ou négative ; 

6) Sur un plan perpendiculaire au rayon, dirigée suivant la 
perpendiculaire au rayon menée dans le plan tangent au cône qu'il 
décrit et égale à la vitesse d'entraînement de son extrémité ; 

2' Pour que la dérivée géométrique d'un vecteur variable issu d'un 
point fixe soit constamment normale au vecteur, il faut et il suffit 
que la longueur du vecteur soit invariable et que son mouvement an- 
gulaire existe seul. 

3** Pour que la dérivée géométrique d'un vecteur variable issu d'un 
point fixe soit constamment dirigée suivant le vecteur lui-même, il 
faut et il suffit que la direction du vecteur soit fixe et que sa longueur 
seule varie. 

4" Pour que la dérivée géométrique d'un tel vecteur soit constam- 
ment nulle, il faut et il suffit que le vecteur soit fixe ou constant en 
grandeur et direction. 
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On voit que cette dernière proposition généralise celle qui dit 
que pour que la dérivée ordinaire d'une fonction d'une variable 
soit constamment nulle, il faut et il suffit que la fonction se réduise à 
une constante. 

B. — Accôlôration. 

80. Hodographe et accélération dans un mouvement 
rectiligne. — Considérons d'abord le mouvement d'un point A 
(fig. 25) sur une droite X'OX, défini par l'équation 

qui donne l'abscisse .r du mobile A rapportée à l'origine 0. 

O 



0, A, 

Fig. 25. 

La vitesse est définie en grandeur et signe et, par suite, en gran- 
deur et sens par l'équation 

,c'=f'(t) (D 

Sur une droite X'^OX^, à partir d'une origine Oj et, après avoir 
adopté un sens positif convenu, portons cette vitesse à chaque ins- 
tant à une échelle convenue. L'extrémité A^ de la ligne ainsi obtenue 
peut être considérée comme un mobile dont l'horaire est donné par 
l'équation ( 1') comme l'horaire du mobile A est donné par l'équa- 
tion (1). 

Le mouvement du point A,, s'appelle Vhodorjraphe du point mo- 
bile A. 

La vitesse du point qui décrit l'hodographe c'est-à-dire la dérivée de 
son abscisse .// est : 

.r" = r (t) 
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C'est Paccèlëration du mobile A. Ainsi, l'accélération d*un mou- 
vement rectiligne est la vitesse du point fictif qui décrit l'hodo- 
graphe. 

81. Hodographe et accélération dans un mouvement 
quelconque. — Nous allons étendre cette définition à un mouve- 
ment quelconque. 






-. J. 





Fig. 26 hit. 



Fig. 26. 



Soit (fig. 26) A une position à Pinstant t d'un mobile décrivant une 
trajectoire quelconque M N ; soit V = A V, la vitesse de A en grandeur, 
direction et sens. 

D'un point quelconque 0, (fig. 26 '^»«), menons un vecteur V^ = 0, A^ 
équipollent à V. 

L'extrémité Ai du vecteur V^ que, pour abréger, nous appellerons le 
vecteur vitesse a un mouvement bien déterminé qui s'appelle l'ho- 
dographe du mobile A. Nous appellerons par définition : accélération 
du mobile A en grandeur, direction et sens, la vitesse du point Ai, qui 
décrit Phodographe ou plus exactement une ligne équipoUente à cette 
vitesse menée par le point A. 

Dans un mouvement rectiligne, la vitesse et l'accélération sont 
respectivement les dérivées première et seconde de l'abscisse, c'est-à- 
dire d'un vecteur issu d'une origine fixe et allant au mobile. 



Dans le cas général, nous savons que la vitesse V du mobile A est 
aussi (§ 78) la dérivée première, mais la dérivée géométrique d'un 
vecteur ok = r issu d'un point fixe allant au mobile ; l'accélération 
étant, par définition, la dérivée géométrique du vecteur vitesse, est 
la dérivée géométrique seconde du vecteur r. 

Soit J, = A, J, 

la vitesse du point Aj, c'est-à-dire la dérivée géométrique du vec- 
teur V,. La ligne J = AJ (fig. 26) équipollente à J» représentera, 
mise en place, l'accélération du point A. 

82. Accélérations tangentielle et normale. — Projetons 
l'accélération J sur la tangente à la trajectoire en A S et complétons le 
rectangle AS JN. L'accélération J peut être ainsi considérée (§ 64) 
comme la résultante des deux vecteurs AS et A N qui sont respecti- 
vement les projections de J sur la tangente et sur le plan normal à 
la trajectoire. La première se nomme l'accélération tanr/entielle^ 
la seconde, Vacrélération normale^ tandis que J est l'accélération 
totale ou simplement l'accélération. 

Si on se reporte à la figure formée par l'hodographe, on reconnaît 
que l'accélération Ji étant, par définition, la vitesse de l'extrémité A^ 
du vecteur vitesse Oi Ai, c'est-à-dire la dérivée géométrique de ce 
vecteur, ses projections sur ce vecteur et son plan normal sont res- 
pectivement équipollentes à l'accélération tangentielle et l'accélé- 
ration normale. De là et des corollaires du § 79 résultent les consé- 
quences suivantes : 

1« L'accélération tangentielle est égale à la valeur absolue de la 
dérivée ordinaire de la vitesse V par rapport au temps ; elle doit être 
portée dans le sens de cette vitesse ou en sens inverse suivant que 
cette dérivée est positive ou négative. 

2 'L'accélération normale est égale en grandeur, direction et sens 
à la vitesse d'entraînement de l'extrémité V, du vecteur vitesse ; elle 
est par suite dirigée suivant la normale à ce vecteur menée dans le 
plan tangent au cône qu'il décrit. 
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83. Condition pour que raccélération d'un mobile soit 
constamment normale ou constamment tangente à la 
trajectoire. — Théorème I. — Poiu^ que l'accélération d'an mo- 
bile soit constamment normale à sa trajectoire^ il Jaut et il 
mjfit que son mouvement soit uniforme. 

Il faut, en effet, et il suffit que l'accélération tangentielle, c'est-à- 
dire la dérivée ordinaire de la vitesse soit constamment nulle, ce qni 

exige que la vitesse elle-même soit constante. 

TnÉORKME II. — Pour que l'accélération d'un mobile soit cons- 
tamment tangente à sa trajectoire, il faut et il suffit que cette 
trajectoire soit rectiligne. 

En effet, en vertu du corollaire 3° du § 79 pour que l'accélération 
qui est la dérivée géométrique du vecteur vitesse ait à chaque instant 
môme direction que ce vecteur, il faut et il suffit que celui-ci ait une 
direction fixe dans Pespace. Il faut et il suffit pour cela que la tra- 
jectoire du mobile ait toutes ses tangentes parallèles à cette direc- 
tion fixe. Or, il n'y a qu'une trajectoire rectiligne qui puisse remplir 
cette condition. En effet, si elle est remplie par une ligne quelconque de 
l'espace, elle l'est par sa projection sur n'importe quel plan, puisque 
des lignes parallèles restent parallèles en projection. D'après cela, 
rapportons une courbe à trois axes de coordonnées rectangulaires, 
l'axe des x étant pris parallèle à la direction supposée commune à 
toutes les tangentes à la courbe. Les deux projections de la courbe 
sur les deux plans coordonnés passant par l'axe des x auront ainsi ' 
toutes leurs tangentes parallèles à cet axe. Donc, si les équations 
de ces courbes sont 

y = 9 (a?) z=^{x) (a) 

les coefficients angulaires de leurs tangentes relativement à l'axe des 
'C lesquelles sont respectivement ^' [x] et 'Y (x) doivent être identi- 
quement nuls, quel que soit x^ ce qui exige que cp (x) et ^l' (.r)se ré- 
duisent à des constantes et que par suite, les équations (a) représen- 
tent une parallèle à Taxe des x. 
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84. Conditions pour que raceélération d'un mobile soit 
constamment nulle. — Des deux propositions qui précèdent ré- 
sulte celle-ci : 

Théorème. — Il ne peut exister qu^un seul mouvement dont Vac- 
célération soit toujours nulle : c'est le mouvement à la fois rec- 
tiligne et uniforme. 

Le mouvement même uniforme dès qu'il est curviligne, comporte 
une accélération, à savoir, Paccélération normale. Elle indique que 
la vitesse, bien que constante en grandeur, varie en direction. 



CHAPITRE VII 



DISCUSSION ET DIAGRAMME DTTN MOUVEMENT 
SUR UNE TRAJECTOIRE DONNÉE 



8S. Eqaation horairo d'an moaTomont sur une trajoctoiro donnée. — 86. Vitesse ot accélé- 
ration tangontiolle envisagées comme grandeurs algébriques. — 87. Règle pour déduire 
les Tecteurs représentant la vitesse ot Vaccélération tangentielle do leurs grandeurs algé- 
briques. — 88. Discussion d'une équation horaire. — 89. Mouvements particuliers; dia- 
gramme et composition des mouvements. 



85. Equation horaire d'un mouvement sur une trajec- 
toire donnée. — Quand la trajectoire est donnée, Phoraire du 
mobile peut se définir par une équation de la forme : 

s^f{t) (1) 

s étant Parc de trajectoire compris entre le point mobile et une 
origine comptée dans un sens positif convenu à partir de ce dernier 
point. Et nous dirons que le mouvement du mobile est direct ou ré- 
trograde suivant qu^il a lieu dans le sens des s positifs ou en sens 
contraire. 

86. Vitesse et accélération tangentielle envisagées 
comme grandeurs algébriques. — Nous appelons, dans ce cas, 
vitesse en grandeur et signe et nous désignons par la lettre v la dé- 
rivée de 8, en sorte que, comme pour le mouvement rectiligne, nous 
aurons pour définition : 

v=8=r(t) (2) 

Appelons encore accélération tangentielle en grandeur et signe 
ce que, dans le mouvement rectiligne, nous avons appelé Vaccôlô- 
Potion^ c'est-à-dire la dérivée algébrique de la vitesse v ou la dérivée 
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algébrique seconde de Parc Sy de sorte qu'en désignant par y« Paccé- 
lération tangentielle ainsi définie comme grandeur simplement algé- 
brique, nous aurons par définition : 

i, = r'=«" = r(0 (3) 

87. Règle commune pour déduire les vecteurs repré- 
sentant la vitesse et l'accélération tangentielle de 
leurs grandeurs algébriques. — Avantd'utiliser ces grandeurs, 
nous devons observer qu'elles fournissent sans difficulté les vecteurs 
correspondants, à savoir : la vitesse Y et Paccélëration tangentielle 
J, telle qu'elle a été précédemment définie. 

Le mouvement est évidemment direct ou rétrograde suivant que 
Parc s est une fonction croissante ou décroissante de ^, c'est-à-dire 
suivant que v est positif ou négatif. Comme la vitesse Y considérée 
comme un vecteur doit être portée, sur la tangente, dans le sens du 
mouvement, on devra la porter dans le sens des 5 positifs si v est 
positif et dans le sens des s négatifs, si v est négatif. 

Je dis que la même convention appliquée à la grandeur algébrique 
js rz V permet d'en déduire Paccélération tangentielle J, considérée 
comme un vecteur, c'est-à-dire que le vecteur J, égal à la valeur 
absolue de v' doit être portée dans le sens des s positifs si v' est po- 
sitif et dans le sens des s négatifs si v est négatif. En effet, l'accélé- 
ration tangentielle J^ a été définie ainsi : sa valeur absolue est celle 
de la dérivée V' de la vitesse absolue Y ; c'est donc aussibien la valeur 
absolue de la dérivée «'. Elle doit être portée sur la tangente, à sa- 
voir : dans le sens de Y, c'est-à-dire du mouvement ou en sens con- 
traire suivant que la dérivée Y' est positive ou négative. Or, il est 
facile de voir que cette convention revient à celle qui vient d'être 
indiquée pour la déduire du signe de v. En effet, supposons d'abord 
le mouvement direct, c'est-à-dire v positif. Alors : 

On doit porter J^ dans le sens du mouvement ou en sens inverse 
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suivant que V est positif ou négatif, c'est-à-dire dans le sens des s 
positifs ou négatifs suivant que v=T est positif ou négatif, 

Supposons le mouvement rétrograde en sorte que v est négatif et 
on a : 

On doit porter encore J, dans le sens du mouvement ou en sens 
contraire suivant que V'est positif ou négatif, c'est-à-dire ici dans le 
sens des s négatifs ou positifs suivant que — v' est positif ou négatif 
ou suivant que v' est négatif ou positif. 

Ainsi, de v' et de v on peut déduire les grandeurs géométriques 
correspondantes par la règle commune à toutes les grandeurs dont 
les oppositions de sens sont représentées par des oppositions de 
signes. 

88. Discussion d'une équation horaire. — Cela étant, la 
discussion d'une équation horaire (i) est indépendante de la trajec- 
toire. Elle est la même que celle que nous avons indiquée d'une 
façon très circonstanciée au chapitre II pour le mouvement recti- 
ligne. La seule différence à noter est celle-ci ; la dérivée v' de la vi- 
tesse qui, dans le mouvement rectiligne, forme l'accélération, ne 
forme ici que l'accélération tangentielle et les résultats obtenus se 
résument ainsi : 

V Un mouvement est direct ou rétrograde selon que la vitesse : 

est positive ou négative. 

2" Par suite les changements de sens et les limites d'excursion se 
déduisent de la résolution de l'équation : 



v'=o. 



3' Le mouvement est accéléré ou retardé selon que la vitesse v et 
l'accélération tangentielle v sont ou non de même signe ou selon 
que le produit vv est positif ou négatif. 

4"* Par suite, les changements dans le sens de l'accélération sont de 



— 110 — 

deux sortes : a) ceux qui correspondent à « = 0, c'est-à-dire aux 
changements de sens du mouvement ; là, le mouvement est toujours 
retardé avant le changement de sens et toujours accéléré après ; 
6) ceux qui ont lieu aux points où c'est l'accélération tangentielle v' 
qui s'annule en changeant de signe. Là, le mouvement, suivant les 
cas, de retardé devient accéléré ou vice versa. 

89. Mouvements particuliers. Diagramme et composi- 
tion des mouvements. — Tout ce que nous avons dit au cha- 
pitre II sur les mouvements uniformes, uniformément variés, pério- 
diques, harmoniques, s'applique ici en se bornant à changer la lettre 
^ en s et à remplacer le mot t accélération » par les mots : « accé- 
lération tangentielle b . 

De même, tout ce que nous avons dit au chapitre V sur la com- 
position des mouvements ayant lieu suivant une même droite s'étend 
à des mouvements ayant lieu sur une même trajectoire quelconque. 

Il en est encore de même du diagramme d'un mouvement sur 
une trajectoire. En portant en abscisse le temps et en ordonnée Parcs 
de façon à remplacer l'équation horaire (1) par une courbe, on peut 
appliquer toute la discussion et toutes les remarques faites au cha- 
pitre IIL 



CHAPITRE VIII 



APPUCATION AUX MOUVEMENTS GIRGOLAIRES 

ET ANGULAIRES 
REMARQUES SUR L'ACCÉLÉRATION NORMALE 



90. Vitesse et accéKTation angulaires. — 91. Vitesse et accélération tangentielle dans 
un monTement circulaire. — 92. Accélération normale ou centripète. — 93. Dimensions 
d'uD angle, d'une vitesse, d'une accélération angulaire. — 94. Mouvement angulaire co- 
nique d'une droite. — 9o. Vitesses angulaires coniques moyenne et instantanée. — 96. Ex- 
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90. Vitesse et accélération angulaires. — Comme appli- 
cation de ce qui précède, considérons un mouvement angulaire dans 




Fig. 27. 



un plan, c'est-à-dire le mouvement d'une droite OX (fig. 27) mobile 
dans un plan autour d'un de ses points supposé fixe. Pour définir 
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son mouvement rapportons sa position à Pinstant t à une position 
particulière OXo en nous donnant à chaque instant Tangle que font 
ces droites, angle compté positivement dans un sens convenu à partir 
de OXo, par exemple de droite à gauche ou en sens inverse des ai- 
guilles d^une montre comme on le fait d^ordinaire en trigonomé- 
trie. 

L'angle de deux droites est l'arc de circonférence de rayon unité 
qu'elles comprennent. 

Décrivons donc du point lîxe comme centre une circonférence 
avec Punité de longueur pour rayon. Soit a© le point où elle coupe 
le rayon fixe OXo et a celui où elle coupe le rayon mobile OX. 

L'angle 6 est représenté par Parc aoa compté depuis l'origine a» 
positivement dans le sens convenu. L'équation : 

0=9(0 

définit donc le mouvement d'un mobile fictif a sur la circonférence 
donnée a© a et elle définit par suite le mouvement du rayon OX. 
L'arc décrit par le mobile a pendant un certain temps se nomme le 
déplacement angulaire de la droite OX pendant ce temps. La vitesse 
moyenne et la vitesse à un instant donné de ce mobile se nomment 
respectivement la vitesse moyenne angulaire et la vitesse angu- 
laire à Tinstant considéré de la droite. 

Si nous les envisageons comme des quantités algébriques en les 
désignant respectivement par (^m et (d, on aura en grandeur et signe 
(§ 86) : 



Wm = 






et 

o) =: 6' = ç' (f) . 



Théorème. — La vitesse angulaire d'une droite qui tourne au- 
tour de Vun de ses points dans un plan est égale à la dérivée par 
rapport au temps de l'angle 6 qui définit sa position par rapport 
à une direction fi re. 

L'accélération tangentielle du mobile a est, en grandeur et signe, 
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la dérivée de sa vitesse (o, c'est-à-diro la dérivée de la vitesse angu- 
laire. 
Si nous la désignons par y, on aura ainsi : 

Cette accélération tangentielle se nomme V accélération angulaire 
de la droite mobile. 

L'accélération angulaire d'une droite qui tourne autour de 
l'un de ses points dans un plan est la dérivée de sa vitesse angu- 
laire ou la dérivée seconde de l'angle qui définit sa position par 
rapport à une direction fi^e . 

91. Vitesse et accélération tangentielle dans un mou- 
vement circulaire. — Supposons à présent (6g. 27, p. 111) un 
poiat A décrivant, suivant un horaire quelconque, une circonférence 
de rayon r. 

Comptons Tare s qui définit le point A sur sa trajectoire à partir 
d'une origine Ao. 

Menons le rayon du cercle qui va en Ao et le rayon mobile qui va 
en A et donnons nous son mouvement angulaire : 

0=9(0 

c'est-à-dire Parc aoa qui définit la position d'un mobile fictif a qui 
décrirait la circonférence de rayon unité de façon à se trouver cons- 
tamment sur le même rayon que le mobile A. 
L'are s décrit par celui-ci est : 

Sa vitesse est : 

u = r 6' = r ç' (0 = r 0) . 

Son accélération tangentielle j^ est : 

La vitesse et l'accélération tangentielle dans un mouvement 
circulaire sont respectivement les produits de la vitesse et de 
^accélération angulaires correspondantes par le rayon du cercle 
décrit. 

8 
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Remarque. — Notons que cette vitesse et cette accélération tan- 
gentielle sont aussi celles du mouvement d'* entraînement (§ 79) d'un 
point de la droite mobile OX. 

92. Accélération normale ou centripète. — Soit AYzrV 
le vecteur qui représente la vitesse du point À. 

Pour avoir son accélération totale nous devons construire (§81) Tho- 
dographe de son mouvement. Nous devons donc, d'un point arbitraire 
et que nous prendrons ici au centre du cercle décrit par le point A, 
mener le vecteur A< = V| = V. La vitesse A^ J< n J^ du point A| trans- 
portée en A donne Paccélération cherchée AJmJ. Si nous décom- 
posons Ji en deux suivant le vecteur OA4 et normalement à ce vecteur 
nous aurons deux composantes A^ K et A^ E qui, transportées en A, 
donnent respectivement l'accélération tangentielle J, et Paccélération 
normale J^. Nous connaissons la première. Il s'agit de trouver la 
seconde ou son égale en grandeur, direction et sens A^ E. Or, cette 
composante (§ 79) n'est autre que la vitesse d'entrainement du point 
A,, c'est-à-dire la vitesse dans le mouvement circulaire de rayon 
0A4 == V< = V qu'il décrirait si, à partir de l'instant considéré, la 
grandeur de ce rayon restait invariable, son mouvement angulaire 
subsistant seul. Cette vitesse est (§ 91) le produit du rayon OA, par 
sa vitesse angulaire que nous désignerons par ù»^ . Elle est donc en 
grandeur : 

Mais comme OAi est ici constamment perpendiculaire à OA, ces 
deux lignes décrivent les mômes angles dans un temps donné quel- 
conque, c'est-à-dire que leurs vitesses angulaires moyennes pendant 
un temps quelconque et, par suite aussi, leurs vitesses angulaires ins- 
tantanées sont : l"" les mêmes ; T dirigées dans le même sens . 

De la première de ces deux observations résulte que la grandeur 
de l'accélération cherchée est : 

J„ = A4 X ^4 = V^ wi = V ci> . 
Et comme : 



J 
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Ona: t ^^ 2 

r 



De la remarque 2® il résulte que le sens du mouvement de A 
étant défini sur la figure par le sens de la vitesse Y, le sens de la vi- 
tesse d'entraînement A^ E est tel que son équipoUente J» est toujours 
dirigée du point A vers le centre du cercle. Si on changeait le sens 
de V, celui du rayon V^ =: V serait changé aussi, mais celui de A^ E 
ne le serait pas. Ainsi l^ accélération normale va toujours vers le 
centre du cercle. C'est ce qu'on exprime en disant qu'elle est tou^ 
jours centripète^ les longueurs à porter sur le prolongement des 
rayons tels que OA, étant qualifiées centrifuges. 

Ce qui précède se traduit donc par cette proposition. 

Thborèui:. — ^accélération normale d'un mouvement circu- 
laire^ d un instant donné ^ est centripète et égale au produit du 
rayon du cercle décrit par le carré de la vitesse angulaire à 
Pinstant considéré ou au produit de l'inverse du rayon du cercle 
(qu'ion appelle aussi sa courbure) par le carré de la vitesse du 
mobile à l'instant considéré. 

93. Dimensions d'un angle, d'une vitesse, d'une accélé- 
ration anguld'ti'es. Unité d'angle. — Un angle mesuré comme 
il a été dit au § 90, c'est-à-dire par l'arc de rayon unité compris entre 
deux droites est une grandeur sans dimensions, ou indépendante du 
choix de toute unité. Si on double l'unité de longueur, c'est-à-dire 
celle du rayon de la circonférence sur laquelle on mesure l'arc, la 
longueur de celui-ci a doublé ; mais comme il est mesuré avec une 
unité de longueur double, sa valeur numérique n'est pas changée. 

Cela résulte du reste aussi de la relation : 

d'où : 

= 1 
r 

qui indique qu'un angle est le rapport de deux longueurs, quantité 
purement numérique. 
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L^unité d*angle est, d'après cela, Tare d'une circonférence quel- 
conque égal au rayon de cette circonférence. 

D'ailleurs si, de cette mesure on veut passer à la mesure en de- 
grés, minutes et secondes, rien n'est plus facile. L^anglo de 360^ 
correspond à la circonférence totale de rayon unité, soit à 2ny. Donc 

un degré vaut ^^ = — r et n^ valent 7^. C'est ce que nous appe- 
lons ô, en sorte que : 

= ^=0, 0174683 n. 



Inversement : 



n = — e=57^29580=67n7'44",8e. 



Pour 6=1 

on a : 

n = 67» 17' 44", 8. 

C'est en degrés, minutes et secondes, la valeur de l'unité d'angle 
ou de l'arc égal au rayon. 

Une vitesse angulaire est le rapport d'un angle, grandeur sans di- 
mensions, à un intervalle de temps. Une vitesse angulaire est donc 
de degré zéro en longueur (ou indépendante de l'unité de longueur) 
et de degré — 1 en temps ; ce qui donne (§ 13) le moyen de trouver 
comment varie sa valeur numérique avec l'unité de temps choisie. 

En pratique, on estime souvent la vitesse moyenne d'un mouvement 
angulaire en donnant le nombre de tours décrits par minute. Soit N 
ce nombre. Chaque tour vaut un angle mesuré par la circonférence 
totale de rayon unité, soit 2ct. Donc la vitesse angulaire moyenne par 
minute est 2 N cy, et par seconde : 

ct)m = -gô~ = -«a" = Of 10471976 N. 

L'accélération angulaire est le rapport d'une vitesse angulaire à un 
intervalle de temps. Elle est donc de degré zéro en longueur et de 
degré — 2 eu temps, ce qui donne (§ 13) le moyen de savoir comment 
varie sa valeur numérique quand les unités changent ; celle du temps 
intervient d'ailleurs seule. 
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94. Mouvement ang^aire conique d'une droite ('). — Sup- 
posons à présent (flg. 28) qu'une droite OX ayant un point fixe 0, au 
lieu de décrire un plan décrive un cône donné ayant le point fixe 
pour sommet. 

Pour définir l'horaire 
de cette droite sur le 
cône supposé connu, 
décrivons du sommet 
une sphère de rayon 
unité. Elle coupera le 
cône suivant une courbe 
ronnue aodba^ mao et 
le point a où la géné- 
ratrice mobile X ren- 
contrera cette courbe 
aura un horaire connu. 
Inversement, si on 
connaît Thoraire du 
point a, on connaît 
celui de la génératrice OX qui décrit le cône. Désignons par a Tare 
de la courbe sphérique compté entre le point mobile a et un point 
fixe ao dans un sens positif convenu à partir de Porigine a^. 

L'équation : 

déQnira le mouvement angulaire de la droite. 

95. Vitesses angulaires coniques moyenne et instan- 
tanée. — La vitesse angulaire moyenne : 




W/n 



_ Aa _ <[;(<+ ^t) — ^(t) 



Af"* Ùit 

du point a et sa vitesse instantanée : 

o) = a zr (|<' (t) 



(i) Ce gel lo soi Tant sont en dehors du programme de l'Ecole Centrale. 
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se nomment respectivement la vitesse angulaire conique moyenne 
et la vitesse angulaire conique à un instant donné, de la droite 
mobile, 

96. Expressions diverses de la vitesse angulaire ins- 
tantanée. — La vitesse conique moyenne : 



ta,„ 1= 



àt 



est le rapport de Parc Ad compté sur le cône au temps employé à le 
parcourir. On peut considérer une autre vitesse angulaire, à sa- 
voir : le rapport de Tangle plan aOb au temps ^t employé à le 
décrire. Le plan aOb coupe la sphère de rayon 1 suivant un arc de 
cercle aa 6 = «, et la vitesse angulaire moyenne ainsi considérée serait : 

s 

en appelant c IVc axb ou Pangle plan aOb. 

Mais à la limite pour ^trzO elle est la môme que celle définie 
par le rapport : 

car ces deux rapports ont Pun et Tautre môme limite que le rapport de 
leur corde commune ab k ^t. Il résulte de là que la vitesse w peut 
se déduire à volonté des expressions : 

,. Aa ,. E ,. Corde ab 

to = liin. T- = lira. -T- =lim. r- — 

A; A; A^ 

97. Vitesse d'entraînement d'un point de la droite mo- 
bile. — Considérons maintenant sur la droite mobile OX un point A 
à la distance constante r du point fixe . Il décrit la courbe d'inter- 
section Ao A B M du cône décrit par la droite avec la sphère de rayon r. 
Il est clair que cette courbe est homothétique à celle <i décrite par 
le point a, en sorte que si on définit la position du point mobile A 
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par Parc s de sa trajectoire compté depuis l'origine Xo on aura : 

d'où : 

V=:a'r = cur. 

Théorème. — La vitesse d'un point quelconque de la droite mo- 
bile est égale au produit de sa vitesse angulaire par la distance 
du point au sommet du cône qu'elle décrit. 

Rembarque. — Cette vitesse est la vitesse d'entraînement du point 
A par la droite mobile OAX. 

98. Sur l'accélération normale dans un mouvement 
quelconque. — Nous n'aurons pas ici à utiliser l'expression de 
raccélération normale en dehors du mouvement circulaire. Toutefois 
nous pouvons donner une idée assez précise de la façon générale 
de la déterminer en direction et en grandeur. 

En nous reportant à ce quia été dit au §81 (p. 103) et à la figure 26, 
nous voyons que si le mouvement d'un point A est plan, il en est de 
môme de celui du point A^ que décrit l'hodographe. Tout se passe dans 
le même plan. L'accélération normale J« sera donc dirigée suivant la 
normale à la trajectoire plane du point A menée dans son plan. 

Dans le cas où la trajectoire du point A est une courbe gauche, il 
y a un premier problème dépare géométrie à résoudre pour con- 
naître le plan ASJN où se trouvent l'accélération totale J et par suite 
sa composante normale i„. Ce plan est parallèle à celui qui, dans 
l'hodographe, contient les lignes équipoUentes A^J^ et A,N|, c'est-à- 
dire au plan tangent au cône décrit par le vecteur 0, A< équipoUent 
à la vitesse V du mobile A. Pour avoir ce cône supposé prolongé in- 
définiment, on n'a pas besoin de connaître la loi du mouvement du 
point A sur sa trajectoire. Il suffit de connaître cette dernière. Alors, 
par un point 0^ on mènera des parallèles indéfinies 0^ A^ aux tan- 
gentes à cette trajectoire. Le plan qui contient l'accélération J et sa 
composante Jn sera le plan mené par la tangente en A à la trajec- 
toire MN parallèlement au plan tangent au cône suivant la généra- 
trice correspondante 0< A^ . 
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En chaque point A ou par la tangente en chaque point A d^une 
courbe donnée passe ainsi un plan parfaitement déterminé dès qu^on 
connaît cette courbe, plan dans lequel se trouvera l'accélération de 
nHmporte quel mobile parcourant la courbe, quel que soit son ho- 
raire. 

Le problème de géométrie analytique consistant à trouver ce plan 
se résoudrait d'après la définition qui vient d'en Hve donnée ; mais 
nous n'en développerons pas la solution. Il nous suffit d'avoir montré 
l'existence de ce plan qu'on appelle le plan osculateur à la courbe 
. au point considéré et d'avoir montré le caractère purement géomé- 
trique du problème qui consiste à le déterminer. 

Ayant ainsi la direction de la normale suivant laquelle on devra 
porter l'accélération J,i, il faut en déterminer la grandeur et le sens. 
Pour cela, en se reportant de nouveau à la figure de l'hodographe, 
on voit qu'il s'agit de trouver la composante de la vitesse J^ du point 
A^ suivant la normale au vecteur 0< A^. Le théorème établi au § 79 
montre que cette composante est la vitesse d'entraînement du point 
A^ par le vecteur 0< A^ ou le mouvement qu'il décrirait si la distance 
0^ A^ restant fixe, il n'était qu'entraîné dans le mouvement angu- 
laire de ce rayon. Or si ce rayon décrit l'angle e dans le temps A<, 
la vitesse moyenne correspondante de A^ est : 

La vitesse instantanée correspondante qui est l'accélération nor- 
male cherchée J« est (§§ 96, 97) la limite du produit précédent pour 
A^rro, ou : 

Jn = Vlim. ^ 

On peut remplacer le problème de la recherche de cette limite ou 
de la vitesse angulaire du vecteur V< par un problème de pure géo- 
métrie. 

Supposons, en effet, que dans le temps A Me mobile vrai A ait 
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décrit sur sa trajectoire M N un chemin As. On peut écrire : 

Jn = Vlim. 3^ X 5j = Vlim. ^ X Hm. ^ 

=V>lim. T^ 

pour Aizno ou As— o. 

Tout est donc ramené à la détermination du dernier facteur. C^est 
un second problème de géométrie indépendant de Thoraire du mo- 
bile sur sa trajectoire. 

11 faut chercher la limite du rapport de Pangle de deux tangentes 
voisines à Parc qui les sépare lorsque cet arc décroit indéfiniment. 
Ce rapport qui est manifestement l'inverse d'une longueur peut donc 

s'écrire - en désignant par p une longueur déterminée en chaque 

point de la trajectoire et alors on a : 

J -^ 
J-- P 

l 

La longueur p se nomme le rayon de courbure et son inverse - se 

r 

nomme la courbure de la courbe considérée MN au point A. 

Le rayon p se porte du côté de la concavité de la courbe, son ex- 
trémité se nomme le centre de courbure au point considéré. Et on 
s'assure sur la figure, comme nous l'avons lait pour le cercle, que 
l'accélération normale est toujours centripète^ c'est-à-dire à porter 
vers le centre de la courbure. 



Exercices. 

1. Le mouvement d'un point dans un plan est défini par ses coor- 
données polaires r et 6, à savoir : 

r = f(i) = ç(t). 

Définir la vitesse à chaque instant par ses composantes suivant le 
rayon vecteur r et normalement à ce rayon. 
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2. Trouver la direction de la tangente à une courbe en coordonnées 
polaires en observant qu'elle est indépendante de la loi du mouve- 
ment du point, en sorte qu'on peut, pour la chercher, supposer : 

3. A l'aide du théorème de la projection d'une vitesse sur un rayon 
vecteur issu d'un point fixe, trouver la direction de la tangente à une 
ellipse ou une hyperbole définies par les équations : 

r ± n = 2 a := constante . 
r et i\ étant les distances d'un point de la courbe à ses foyers. 
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99. Projection d'un mouf ornent sur un plan ou sur un axe. — iOO. Projection do la yi- 
tesse et de l'accélération. — 101. Equations d'un mouTement rapporté à des axes de coor- 
données orthogonaux ou obliques. — 102. Equations des projections du mouTcment sur les 
plans coordonnés. — 103. Projections de la trajectoire. — 104. Equations des projections 
da mouTement sur les axes de coordonnées. — 105. Projections ou composantes de la vi- 
tesse. — 106. Equations du mouTement du point qui décrit l'hodographe. — 107. Projections 
ott composantes de l'accélération. — 108. Résumé et Corollaires. — 109. Application au mou- 
Tement le plus général dont les trois projections sont unitormément variées. — 110. Mouvement 
le plus général à accélération nulle. — 111. Mouvement dont los trois projections sont 
harmoniques. — 112. Du mouvement harmonique recliligne considéré comme projection 
dun mouvement circulaire uniforme. — 113, -» Mouvement hyperbolique. 

Eierciees. 

* 

99. Projection d'un mouvemei\t sur un plan ou sur un 
axe. — Considérons (fig. 29) un point décrivant dans l'espace une 




Fig. 29. 



trajectoire quelconque MN, et un plan fixe P. Soit A la position du 
mobile à Pinstant t. Projetons-le en a sur le plan P, soit par une 
projetante perpendiculaire au plan, soit par une projetant e parai- 
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lële à une direction fixe Z'Z inclinée sur le plan. A chaque posi- 
tion de A répond ainsi une position déterminée a de sa projection. 
On peut concevoir le point a comme un second mobile. Son mou- 
vement est complètement défini par celui du point A. Ce mouvement 
du point a se nomme la projection du mouvement du point A sur 
le plan P. La projection est orthogonale ou oblique suivant que les 
lignes projetantes sont normales ou obliques au plan. 




Fig. BO. 

* 

Concevons de même (fig. 30) un axe fixe X' X. Nous pouvons a 
chaque instant projeter le mobile A en a sur cet axe soit en abais- 
sant de A un plan perpendiculaire sur X' X soit en menant par A 
un plan parallèle à un plan fixe Z Y oblique sur Taxe X'X. 

Le point d'intersection du plan projetant avec Taxe peut être con- 
sidéré comme un mobile a. Le mouvement de ce mobile, mouve- 
ment rectiligne^ se nomme la projection du mouvement de A sur 
l'axe X'X. 

La projection est orthogonale si elle est faite par des plans pro- 
jetants perpendiculaires à X' X ; elle est oblique si elle est faite par 
des plans projetants parallèles d'orientation fixe quelconque . 
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100. Projections de la vitesse et de raccélération. — 

THéonÈMB I. — Lorsqu^on projette orthogonalement ou oblique- 
ment un mouvement quelconque sur un plan fixe ou sur un axe 
fixe^ la vitesse à un instant quelconque dans le mouvement en 
projection coïncide avec la projection de la vitesse au même ins- 
tant^ dans le mouvement de l'espace. 

Le théorème est aussi vrai pour la vitesse moyenne rectiligne, 
pendant un intervalle de temps quelconque. 

Nous allons le démontrer d^abord pour cette dernière, en suppo- 
sant que la projection ait lieu sur un plan. 

Soient (fig. 29, p. 123; A et B les positions du point de Pespace 
aux deux instants quelconques ^ et ^ -f a ^, en sorte que la corde A B 
est le déplacement rectiligne pendant Pintervalle de temps a ^ et la 
ligne 

ÂB 



AV. = ^ (2) 

représente la vitesse moyenne rectiligne pendant cet intervalle de 
temps. 

Projetons orthogonalement ou obliquement la ligne A Ym sur le 
plan de projection et soient respectivement : 

a b v^ 

les projections des points : 

A B V« 

II s'agit de démontrer que a Vm est la vitesse moyenne du point 
projeté a c'est-à-dire que Ton a : 

— "^ 

Or, les trois projetantes : 

Aa, Bb, y^v^ 

sont parallèles. Donc, en vertu d'un théorème de géométrie élémen- 
taire, on a : 

A\ avm 

XB" ab 



Mais en vertu de (2) 



Donc : 
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AB " 


1 
'Ht 


ab 


1 

'M 


0»m — 


ah 

Ht 



OU : 



ce qu'il fallait démontrer. 

Le théorème étant vrai, quelque petit que soit A t est aussi vrai à 
la limite pour a ^ z^ o c'est-à-dire pour la vitesse à Pinstant t. 

La démonstration serait la même pour la projection sur un axe. 

Si on se rappelle (§ 78) que la vitesse d'un mobile est la dérivée 
géométrique d'un vecteur issu d'un point fixe quelconque et allant 
au mobile, le théorème précédent peut s'énoncer ainsi : 

Théorème IL — Laprojection orthogonale ou oblique y sur un plan 
(ou sur un axe) de la dérivée géométrique d'un vecteur mobile 
issu d^un point fixe^ coïncide avec la dérivée géométrique (ou 
algébrique) de la projection du vecteur sur ce plan. 

Théorème III. — Le théorème I relatif à la projection de la vitesse 
s'applique sans changement à l'accélération . 

En effet, l'accélération d'un mouvement est (§ 81) la dérivée géomé- 
trique du vecteur-vitesse issu d'un point fixe quelconque . 

Donc, en vertu du théorème II la projection sur un plan (ou sur 
un axe) de l'accélération d'un mouvement dans l'espace, coïncide 
avec la dérivée géométrique (ou algébrique) de la projection de la 
vitesse sur le plan (ou sur Taxe) ou en vertu du théorème I, avec la 
dérivée géométrique (ou algébrique) de la vitesse du mouvement pro- 
jeté c'est-à-dire avec l'accélération de ce mouvement. 

IQl. Equations d*un mouvement rapporté à. des axes de 
coordonnées orthogonaux ou obliques. — Soient x^ y^ s les 
coordonnées d'un point de l'espace rapporté à trois axes de coor- 
données rectangulaires ou obliques. Si le point est mobile, ses coor- 
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données sont définies à chaque instant. Ce sont des fonctions uni- 
formes et continues du temps. Soient : 

x==f(t) (1) 

y =/. (0 (2) 

z==M) (3) 

leurs expressions. Ces trois équations prises ensemble se nomment 
les équations du mouvement puisqu'à chaque instant elles définis- 
sent sans équivoque la position du mobile. 

Mais deux quelconques d'entre elles et chacune d'elles séparé- 
ment ont leurs significations utiles à connaître. 

102. Equations des projections du mouvement sur les 
plans coordonnés. — Soit A la position d'un mobile à l'instante 
rapporté à trois axes de coordonnées. Concevons qu'on le projette sur 
le plan des xy par des projetantes parallèles à l'axe des z. Le point 
projeté aura ainsi, à chaque instant, les mêmes coordonnées x qï y 
que le mobile de l'espace. Les équations de son mouvement sont 
donc : 

x=nt) y=rAf) z=o 

c'est-à-dire que les équations (1) et (2) envisagées dans le plan des 
ry représentent la projection du mouvement de A sur ce plan. 

Les équations (2) et (3) et celles (1) et (3) représentent de même 
les projections du mouvement sur les deux autres plans coordonnés. 

103. Projections de la trajectoire. — Puisque les deux équa- 
tions : 

x = f(t) y = fi{t) 

considérées dans le plan des x y représentent la projection du 
mouvement sur ce plan, l'élimination du temps t entre ces équations 
fournira une relation entre x et y qui sera satisfaite à tout instant 
par le mobile projeté. Elle représente donc le lieu qu'il décrit ou sa 
trajectoire c'est-à-dire la projection sur le plan des x y de la trajec- 
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toire de l'espace. On trouverait de même la projection de cette tra- 
jectoire sur chacun des deux autres plans coordonnés. Deux de ces 
trois projections la déterminent. 

104. Equations des projections du mouvement sur les 

axes de coordonnées. — Projetons à présent le mobile A sur 

Taxe des x par des plans projetants parallèles au plan des s y. Le 

point ainsi obtenu aura, à chaque instant, même abscisse que le 

mobile de Pespace, c'est-à-dire que l'équation de son mouvement 

qui est rectiligne est : 

x = f{t) 

Ainsi, chaque équation envisagée seule représente la projection 
du mouvement sur Pun des axes de coordonnées. 

105. Projections ou composantes de la vitesse. — Les vi- 
tesses dans les trois mouvements projetés, mouvements rectilignes, 
sont (§ 16) : 

x=r(t) y=^f\{t) z'=f\{t) (4) 

Mais nous avons vu (§ 100) que la vitesse dans un mouvement 
projeté coïncide avec la projection de la vitesse dans le mouvement 
de Tespace. Si donc on appelle Vjr, V^., V. les composantes (| 64) pa- 
rallèles aux axes de cordonnées de la vitesse V, dans Tespace, on 
aura; 

Théorème. — Les composantes parallèles à trois axes de coor^ 
données rectangulaires ou non de la vitesse d'un mobile sont à 
chaque instant les dérivées prises par rapport au temps des coor- 
données du mobile à V instant considéré. 

106. Equations du mouvement du point qui décrit l'ho- 
dographe. — Pour avoir l'hodographe du mouvement considéré, 
nous devons (§81), par un point fixe que nous prendrons ici à Pori- 
gine des coordonnées, mener à chaque instant un vecteur V|, équi- 
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poUent à la vitesse Y à cet instant. Le mouvement de Pextrémité du 
vecteur Vj, donne Phodographe cherché. Or, les coordonnées de ce 
point mobile sont : 

Y,:,=.y^^x' V,y==Vy==y' V^~V,=z' 

Donc, les équations (4) où x\ y\ y sont regardées comme les 
coordonnées d'un mobile fictif, sont les équations du mouvement du 
mobile qui décrit Thodographe, au même titre que les équations 
(1), (2), (3) sont les équations du mouvement du mobile vrai que 
nous envisageons. 

107. Projections ou composantes de raccélératlon. — La 

vitesse du mobile fictif est (§81) équipoUente k Paccélération du mo- 
bile vrai. Or, les composantes ou projections de cette vitesse sont, 
en vertu du théorème du § 100, les dérivées des coordonnées x\ y y ;?'. 
Donc, les composants ix^ J^-, Jz^ de Paccélération J du mobile 
vrai sont : 

J^ = V':, = a;" = r(0 

Théoremb. — Les composantes parallèles à trois axes de coor- 
données rectangulaires ou non, de ^accélération d^un mobile à 
un instant quelconque^ sont les dérivées premières prises par 
rapport au temps des composantes de la vitesse dumobile ou les 
dérivées secondes prises par rapport au temps de ses coordon- 
nées à Vinstant considéré. 

CoROLuiRB. — Observons que x'\ y'\ z" représentent aussi les ac- 
célérations des projections du mouvement de Pespace sur les trois 
axes, d'où Pon conclut une nouvelle démonstration du théorème 
établi au § 100, à savoir que la projection de Paccélération d'un mo- 
bile sur un axe coïncide avec Paccélération de sa projection sur 
Taxe. 

Inversement, de ce théorème nous aurions pu conclure directe- 
ment l'expression des composantes de Paccélération J. 

9 
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108. Résumé et corollaires. — Tout ce qui précède peut en- 
core se résumer sous la forme des propositions suivantes : 

1°) La vitesse V d'un mobile A est la résultante ou somme géomé- 
trique des trois vitesses x\ y\ z' respectivement parallèles aux axes 
des coordonnées x^ y, z menées par le point A, ou la diagonale du 
parallélipipède construit sur ces vitesses, d^où Péquipollence : 

V=P+?+? (5) 

2*") L^accélération J d'un mobile A est la résultante ou somme 
géométrique des trois accélérations x\ y'\ s" ou VV, V'r, V'^ respec- 
tivement parallèles aux axes des coordonnées x^ y^ s menés par le 
point A ou la diagonale du parallélipipède construit sur ces accélé- 
rations, d'où Péquipollence : 

j==?'+7'+7' (6) 

3°) En projetant ces équipoUences sur un axe quelconque u faisant 
avec les axes de coordonnées x^ y^ z des angles dont les cosinus 
soient représentés respectivement par a, p, 7 et en désignant ¥« et J« 
les projections de V et J sur cet axe, on aura : 

V„=«x'+^y' + r^' (7) 

J„=aa-" + |Sy"+Tc" (8) 

Dans les seconds membres des équipoUences qui donnent les vec- 

teurs V et J, il est entendu que si l'une des dérivées algébriques telles 

que x\ ou dd' est négative, le vecteur correspondant cZ?'oua?" qui est 
égal à la valeur absolue de xl ou x' est porté dans le sens négatif 
de l'axe des x. 

Dans les égalités algébriques (4) a, p, t désignent toujours les 
cosinus des angles de l'axe u prolongé dans son sens positif avec les 
demi-axes positifs des coordonnées et les dérivées x\ x\ etc. 
entrent dans ces équations avec leurs signes. 

109. Application au mouvement le plus général dont 
les trois projections sont uniformément variées. — 

Si les projections d'un mouvement sur un système particulier de trois 



- 131 - 

axes de coordonnées sont uniformément variées, c'est-à-dire (S 105) si 
les composantes, suivant ces axes, de Taccélératiou du mouvement de 
Tespace sont constantes, il s'ensuit que Paccélération du mouvement 
de l'espace reste elle-même constante en grandeur, direction et 
sens. Prenant cette direction pour axe des s par exemple, les pro- 
jections de Paccélération sur les deux autres axes sont nulles, c'est- 
à-dire que : 

De là on déduit. 

y = const. x' = const. 

c'est-à-dire que les composantes de la vitesse du mobile suivant ces 
deux axes sont constantes, ce qui équivaut à dire que la vitesse, en 
projection sur le plan des xy^ est elle-même constante en grandeur, 
direction et sens. Prenant cette direction pour axe des Xy on 
aura: 

d'où 

y = const. 

c'est-à-dire que le mouvement a lieu dans un plan parallèle au plan 
des j?j. 

Ainsi, le mouvement est plan. Et nous pouvons prendre son plan 
pour plan des Xxf. La vitesse suivant l'axe des x étant reconnue 
constante, la projection du mouvement sur cet axe est uniforme et 
les équations du mouvement au nombre de deux seulement, puisque 
le mouvement est plan, sont : 

en désignant par g l'accélération constante du mobile. Telle est la 
forme simplifiée, à laquelle par un choix convenable des axes de 
coordonnées, on peut ramener les équations d'un mouvement dont les 
projections sur trois autres axes sont uniformément variées, c'est-à- 
dire dont les trois coordonnées relativement à ces axes sont du se- 
cond degré. L'élimination de t entre ces équations montrerait que la 
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trajectoire est une parabole. Nous aurons à y revenir en Dyna- 
mique. 

110. Mouvement le plus général à accélération nulle. 

— Si Taccélération d'un mouvement est constamment nulle, ses pro- 
jections sur trois axes de coordonnées, c'est-à-dire (§ 107) les dérivées 
V'jr,V'a-, V'tf des composantes Van V^,V« de sa vitesse sont constamment 
nulles, ce qui indique que ces trois composantes sont constantes. Il 
en résulte que la vitesse V elle-même est constante en grandeur, di- 
rection et sens. Prenant cette direction pour axe des x, les compo- 
santes V^=y' et Vz=-3r' sont constamment nulles. Donc, les coor- 
données ^yet^rdu mobile sont constantes, ce qui veut dire qu'il décrit 
une droite parallèle à l'axe des x. Et comme sa vitesse est cons- 
tante, son mouvement est à la fois rectiligne et uniforme. Récipro- 
quement, si un mouvement est rectiligne et uniforme en prenant sa 
trajectoire pour axe des x^ les équations du mouvement sont : 

ar = a + Vo« y = 2 = 

et les composantes a?", y'\ z" de l'accélération sont identiquement 
nulles. Il en est donc de même de l'accélération elle-même. Nous re- 
trouvons ainsi une proposition établie autrement au § 84. 

111. Mouvement dont les trois projections sont harmo- 
niques. -^ Supposons que les trois mouvements en projection sur 
les trois axes de coordonnées soient des mouvements harmoniques 
de même période en sorte que les équations du mouvement soient : 

x=^a sin (n f — 9o) 
y = ft sin (nf — çi) 
-^ = c sin fn ^ — 92) 

Chacune de ces équations est linéaire par rapport à sin n ^ et à cos n L 
En éliminant ces deux grandeurs, on obtient une équation li- 
néaire en x^ y y ^, qui représente un plan. Comme c'est là l'une des 
équations de la trajectoire, il s'ensuit que celle-ci est plane; 

Prenons son plan pour plan des xy\ en sorte que c=o. Nous 



— 183 — 

pouvons nous bornpr à considérer les deux premières équatioïis, la 
troisième devenant z-=.o. 

« 

Ces deux équations étant linéaires en sin nt etcos nt^ si on les 

résout par rapport à ces deux grandeurs, celles-ci seront exprimées 

linéairement en ^ et en y. En portant ces valeurs linéaires dans 

réquation : 

sin* n < + ces' n < = 1 

on aura Péquation d'une ellipse. Ainsi, le mouvement est elliptique. 
Il est d'ailleurs évidemment périodique. 
Bornons-nous au cas où la différence des phases est égale à 

— , en sorte que : 

x:=a sin (nf — ?o) ) .^. 

y == ft cos (n « — ?o) ) 

d'où : 

L'ellipse est rapportée à ses axes ou à un système de diamètres 
conjugués. 
Les composantes de l'accélération sont (§37j: 

tt O "4 

X ^ — n^ X y= — w^ar 

ce qui montre que l'accélération J est : 

lo Dirigée constamment suivant le rayon-vecteur r allant du mo- 
bile A à l'origine des coordonnées 0, c'est-à-dire qu'elle est dirigée 
vers un point fixe, à savoir : le. centre deTellipse décrite et toujours 
elle va du mobile vers ce point, de façon qu'elle a le sens A et qu'en 

grandeur on a : 

J = n^ r 

ainsi, elle varie proportionnellement à La distancé r du mobile ail 
point fixe et est dirigée vers ce point. 

Pour 6=a, en supposant les axes rectangulaires, la trajectoire est 
circulaire. L'accélération ferait normale et constante. L'accélération 
tangentielle étant, par suite, nulle, le mouvement circulaire serait 
uniforme. 

On peut d'ailleurs le vérifier directement ; car, des équations (9) 
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pour 6= a, on tire, pour les composantes a?' et y de la vitesse V 
parallèlement aux axes de coordonnées. 



x' = a n ces (n < — 90) 
y' = — an sin {ni — 1)0) 



d'où: 



V=v^a;** + y*2=an = const. 



Par suite, Paccëlération tangentielle qui est la dérivée de la vitesse 
est nulle. 

112. Du mouvement harmonique rectiligne considéré 
comme projection d'un mouvement circulaire uniforme.— 

Réciproquement toute vibration harmonique rectiligne peut être re- 
gardée comme la projection d'un mouvement circulaire uniforme, 
sur Tun de ces diamètres. 




Fig. 31. 

Soit (fig. 31) X'OX la droite sur laquelle se fait Poscillation recti- 
ligne, Pabscisse x du point, étant, je suppose, comptée positivement 
dans le sens OX, 

Soient (§36), a Pamplitude, ^ la phase et — la période, en sorte 
que Péquation du mouvement harmonique est : 

fl; = a8in(nf — ç) • •" 

Du point comme centre avec Pamplitude a comme rayon, tra- 
çons une circonférence que nous supposerons parcourue par un mo- 
bile fictif M, d^un mouvement uniforme avec la vitesse angulaire 
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(§ 90) n et dans un sens choisi à volonté, par exemple, celui de la 
flèche ou de droite à gauche pour un observateur placé au centre et 
qui sera le sens direct ou des arcs positifs caractérisant la position du 
mobile M . Comptons ces arcs à partir de Pextrémité Â de la course 
rectiligne du mobile qui décrit le diamètre A^A, mobile que nous dé- 
signerons par la lettre m. Supposons qu'à Porigine du temps ou pour 
t=o, le point M qui décrit le cercle occupe une position C telle que 
Parc A C pris dans le sens des s négatifs corresponde, à un angle égal à 



TS 



"2 + ^- 

Dans le temps t le mobile M décrit Parc C M correspondant à Pan- 
gle n t. 

Donc Pangle : 

compté depuis le rayon OAXest : 

6=:n< — f — —4 

La projection m du mobile M sur le diamètre A^ A à Pinstant ^, aura 
pour abscisse : 

aj=:a ces 6= a cosf n< — <p — 5- j = a sin(nf — <p) 

c'est-à-dire qu'elle décrit le mouvement harmonique que nous 
considérons. i - 

Ainsi, tput, mouvçm.enf; (larmpniquç rectiligpc est la projection 
d^un mouvement circulaire uniforme décrit dans un sens choisi à 
volonté sur un cercle dont le rayon est égal à Pamplitude du mouve- 
ment harmonique, avec une vitesse angulaire telle que la révolution 

2c; 

circulaire se fasse pendant la durée — de la période du mouvement 

harmonique, et le point de départ du mobile à Pépoque (<=o) se 
trouvant en un point 'C tdl que le mobile rencontre d'abord celle A 
des deux extrémités de la vibration harmonique qui est du côté des 
abscisses positives, Pangle des deux rayons C et A étant égal à 
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—+9, c'est-à-dire— augmenté de la phase, si elle est positive, 
diminué de sa valeur absolue, si elle est négative. 

Remarques : l® Il va de soi que si on préférait représenter un 
mouvement harmonique par un cosimus : 

a? = a C08 (nt — a) 

le résultat serait le môme. Mais le point de départ G à Pépoque se- 
rait pris de façon que l'angle C A soit égal à <p au lieu d'être ^ + ? , 

cet angle étant pris dans le sens des arcs négatifs s'il est positif et sa 
valeur absolue étant portée dans le sens positif, s'il est négatif ; 

S'' On voit bien ici, comme nous l'avons reconnu au § 39 que la 
phase ne modifie pas la natured'un mouvement harmonique.La période 
et l 'amplitude restant les mêmes, deux mouvements harmoniques ne 
différant que par la phase, senties projections m et ni de deux mo- 
biles M et M' parcourant le même cercle d'un mouvement uniforme 
identique et restant à distance invariable l'un dé l'autre, l'angle 
constant M M' étant égal à la valeur absolue de la différence des 
phases, le mobile qui a la phase la plus petite étant celui qui tient 
la tête du mouvement commun ; 

3^ Deux mouvements harmoniques qui diffèrent à la fois par la 
phase et l'amplitude, mais qui ont une période commune sont (iig.32) 
les projections m et m de deux mobiles M et M' parcourant deux 
cercles de rayons différents a et a avec une vitesse angulaire com- 
mune, de sorte qu'ici encore l'angle M M' reste invariable et égal 
à la différence des phases ; 

4° D'après cela, pour composer deux mouvements harmoniques de 
même période s'effectuant sur une même droite de façon à obtenir 
le mouvement résultant : 

ir = a sin {nt — ?) + a' sin {ni — ç) 

il suffit d'ajouter les projections des rayons OM etO M' sur le dia- 
mètre commun X' X. La somme de leurs projections est égale à la 
projection o r de la diagonale R du parallélogramme construit sur 
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eux. Et, comme les deux côtés M = a, M' = a' de ce parallélo- 
gramme sont constants, ainsi que Pangle M M' quUls font entre eux, 



IT^ 



Fig. 32. 

leur diagonale R est également constante et le point R décrit le 
cercle de rayon : 

ai = yja* + a'^ + 2 a a' cos (f — ?') 

Par suite, le mouvement résultant â? = o r est encore un mouve- 
ment harmonique. 

Le raisonnement s*étendrait à un nombre quelconque de mouve- 
ments harmoniques de même période et suivant la même droite et 
nous retrouvons ainsi d'une façon plus saisissante, le résultat obtenu 
au § 73. 

113. Mouvement hyperbolique* — Revenons au cas du mou- 
vement elliptique : 

x::ia cos nt y = 5 8inn< 

et supposons, qu^au lieu de cosinus et sinus circulaires, nous ayons 
des cosinus et sinus hyperboliques. Distinguons-les par Tindice A, en 
sorte que, nous considérons le mouvement dont les projections sont: 

x= a cosa ni y=^b sîxia n t 
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qui équivalent à : 

x=a g y = ô ^ 

Ici on a : 

cos*>k n / — sin^A n * ^ 1 

de sorte que Pélimination du temps donne pour Tëquation de la tra- 
jectoire : 

C'est donc une hyperbole, au lieu d'une ellipse et, pour a-=.b^ 
une hyperbole équilatère au lieu d'un cercle. 
Les composantes de Taccélération sont: 



au lieu de : 



X ■=71*» y =n^y 



aj= — V? X y = — «y 



L'accélération du mobile A est donc toujours dirigée suivant le 
rayon vecteur A = r allant du centre de la trajectoire au mobile et 
sa grandeur est toujours /i* r c'est-à-dire qu'elle varie toujours pro- 
portionnellement à la distance du mobile au centre. Mais, au lieu 
d'être dirigée vers le centre, elle est ici sur le prolongement du 
rayon r. C'est là ce qui modifié entièrement le mouvement ainsi 
qu'on le verra plus clairement en Dynamique. 



Exercices. 

1** Trouver à l'aide des composantes de la vitesse et de l'accéléra- 
tion prises parallèlement à trois axes de coordonnées, la projection 
radiale d'une vitesse et l'expression de l'accélération tangentielle. 

2** Trouver la tangente à une courbe : 

■ . . . ....... 

r = ax +b 

r étant la distance d'un point de la courbe à l'origine des coordon- 
nées, et c2? l'abscisse du point. Cas où a =: 1. 
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3^ Les équations du mouvement d^un point sont : 



n h 



X = r coa nt y = r smnt 2 = 5 — '» 

trouver la trajectoire (hélice), la vitesse, Paccélération tangentielle, 
Paccélération normale et la direction de la tangente. 

4® La conchoîde d'une courbe s^obtient en lui menant un rayon 
vecteur d^un point fixe et le prolongeant d^une longueur constante. 
Trouver la direction de la tangente en un point de la courbe. Démon- 
trer que la normale à la conchoîde, la normale au point correspon- 
dant de la courbe qui lui donne naissance et la perpendiculaire au 
rayon vecteur mené de son origine se rencontrent en un même point. 

S'' La cycloîde est la courbe décrite par un point de la circonfé- 
rence d'une roue de voiture . Supposant que la circonférence roule 
sur une droite fixe de façon que la droite décrite par le centre le soit 
d'un mouvement uniforme, trouver les équations du mouvement d'un 
point de la circonférence, l'équation de sa trajectoire (cycloîde), la 
direction de la tangente ou de la normale. Montrer que celle-ci passe 
par le point de contact du cercle avec la droite fixe sur laquelle il 
roule. 



NOTE 
SUR LA COMPOSITION DBS MOUVEMENTS 



a. Moayements relatifs et composés. -* b. Objet de la composition et de la décomposition 
des mouvements et des Titesses. — c. Solution dans le cas où lemouTement d'entraînement 
est une translation. — d. Cas général. — e. Application à un yecteur mobile issu d'un 
point fixe. — f. Application à un mouTem*)nt rapporté à des axes de coordonnées. — 
g. Cas des mouTements harmoniques. 



a. Mouvements relatifs et composés. — Supposons un point 
mobile sur une droite que nous pouvons nous représenter comme 
existant matériellement, pendant que la droite elle-même se déplace 
d^une manière quelconque dans Pespace. Il se peut que ce dernier 
mouvement ne nous intéresse pas, que nous ayons besoin de connaî- 
tre seulement Thoraire du point sur la ligne matérielle qull parcourt. 
C'est le cas le plus fréquent. Les rails d'une ligne de chemin de fer 
ne sont pas fixes ; ils se meuvent avec la terre. On ne se préoccupe 
pas de ce dernier mouvement quand on dresse un horaire de chemin 
de fer. On prend une origine des distances marquée sur la ligne par une 
borne kilométrique ou autrement et on compte les distances depuis 
ce point marquée sur la ligne comme si celle-ci était fixe. Faisons 
de même sur notre ligne matérielle. Marquons une origine des dis- 
tances 0, appelons r la distance d'un point de la ligne à l'origine, 
distance comptée positivement d'un côté convenu de l'origine et 
représentons l'horaire par une équation 

r=/(0 (1) 

Puisque le déplacement de la ligne n'intervient pas, on peut se la 
représenter comme une ligne ^^^ dans une position quelconque et 
se représenter, sur cette ligne, un mouvement fictif dont l'équation 
horaire serait celle ci-dessus. Ce mouvement fictif qui ne tient aucun 
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compte du mouvement de la droite se nomme le mouoement relati- 
vement à cette droite ou simplement le mouvement relatif (*). 

Au contraire, le mouvement d'un point fixe ou marqué sur la 
droite, c'est-à-dire d'un point dont la distance r à Porigine des dis- 
tances ne varierait pas, mouvement dû au déplacement de la droite 
elle-même, se nomme le mouvement d* entraînement du point. 

Le mouvement d'un mobile qui circule sur la droite, tout en étant 
à chaque instant^ entraîné par elle, se nomme le mouvement résul- 
tant* 

Le mouvement relatif et le mouvement d'entraînement prennent 
par rapport au mouvement résultant le nom de mouvements com- 
posants, 

A un instant donné, on peut donc envisager trois mouvements du 
mobile, à savoir : 

1* Son mouvement relatif. C'est le mouvement fictif qu'il aurait 
à partir de l'instant considéré si, à partir de cet instant, la ligne sur 
laquelle il se meut restait fixe. 

2* Son mouvement d'entraînement. C'est, au contraire, le mouve- 
ment fictif qu'il prendrait si, à partir de l'instant considéré, c'est 
lui qui restait fixe sur la ligne, c'est-à-dire si sa distance r à l'origine 
des distances restait constante et qu'ainsi il n'obéissait plus désormais 
qu'à l'entraînement, par la ligne, du point de celle-ci où il se trouve. 

3** Le mouvement résultant, c'est-à-dire celui qui résulte de la 
coexistence des deux mouvements fictifs dont il vient d'être parlé. 



(*) Les mouTements de lous les Téhicules qui circuleut sur la terre sont ainsi des mouve- 
ments relatifi par rapport à la terre regardée comme fixe. 

On appelle généralement mouvement relatif ou apparent d'un mobile par rapport à un 
obserralenr placé dans une station d'observation, le mouvement qu'il est capable de mesurer 
directement depuis cette station en le supposant pourvu de tous les instruments de me- 
sare d'angles ou de distances imaginables. 

En un point de la terre nous avons beau avoir toutes les lunettes ot tous les instruments que 
l'oa voudra imaginer, nous ne pourrons, au plus, mesurer d'un mobile qui passe que la quan. 
tité dont il s'éloigne ou se rapproche et la direction dans laquelle se fait cet éloignement ou 
ce rapprochement, et, d'après ces observations, tracer sur le papier une trajectoire qui ne don- 
nera que les positions du mobile relativement à la station d'observation ou les positions appa- 
rentât. 



On dit en ce sens que le mobile est animé de deux mouvements 
simultanés (§69). L^expression prise à la lettre serait absurde parce 
qu'un mobile ne peut, à chaque instant, se trouver qu^en un lieu 
et, par suite, n^avoir qu^un mouvement. 

On entend par là que ce mouvement résulte de 1$ combinaison des 
deux mouvements fictifs indiqués. 

6. Olijet de la composition et de la décomposition des 
mouvements et des vitesses. — On peut se poser les deux pro- 
blèmes suivants : 

1'' Connaissant le mouvement relatif el le mouvement d^entraine- 
ment, c'est-à-dire ici Phoraire sur la droite et le mouvement de la 
droite, trouver le mouvement résultant. Cela se nomme composer 
les deux premiers mouvements. 

2*" Connaissant le mouvement résultant et le mouvement d^entrai* 
nement, trouver le mouvement relatif. 

Ce sont dès problèmes de géométrie dMne extrême simplicité. 

Mais les deux questions que nous voulons examiner surtout sont 
celles-ci : 

Connaissant les vitesses moyennes des deux mouvements compo- 
sants pour un intervalle de temps donné A t sans connaître autre 
chose de ces deurjc mouvements est-il possible de trouver la vitesse 
moyenne correspondante du mouvement résultant ou vice-versa ? 

Même question pour les vitesses instantanées. 

c. Solution dans le cas ou le mouvement d'entralne- 
ment est une translation. — Pour les résoudre, je vais supposer 
d'abord que le mouvement d'entraînement est une translation^ c'est- 
à-dire que la droite se déplace en restant parallèle à elle-même. 

Soit (fîg. 33) Mo No la trajectoire supposée connue de l'origine des 
distances, ainsi que la position du point sur cette trajectoire à 
l'instant t. De plus on connaît la direction supposée invariable de la 
droite, de sorte qu'à un instant quelconque t^ on peut la placer. Soit 
X'OX sa position à cet instant. 



— 143 - 
D'autre pari, on donne le mouvement relatif. 

r=/(0 

du mobile que je dési- 
gne par la lettre A. Il 
suffit de prendre sur 
X'OX à partir de une 
longueur OA égale à 
la valeur absolue de 
r=f(t) et de la porter 
du côté des r positifs 
ou négatifs suivant le 
signe àej*(t) pour avoir 
la position du point A 
dans le mouvement ré- 
sultant. L'ayant à cha- 
que instant, le pro- 
blème posé de la com- ^'«- ^' 
position des deux mouvements est résolu. 

Mais examinons maintenant celui des vitesses moyennes. 

En vertu du mouvement relatif, c'est-à-dire celui que prendrait le 
point A ù partir de l'instant t si, à partir de cet instant, la trajectoire 
relative ou la droite X'X restait fixe, il viendrait à l'instant t-i- M 
en quelque point R de cette trajectoire. La vitesse moyenne relative 
du point A que j'appellerai Vra serait donc : 




^ AR 



Mais, pendant ce temps, le point est venu en 0^. La droite X'OX 
de direction fixe est venue en \\ 0^ Xp Le point A, dans son mouve- 
ment d'entraînement c'est-à-dire celui qu'il prendrait s'il restait fixe 
sur la trajectoire, viendrait en un point E tel que : 



0,E = OA 
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La vitesse moyenne d'entraînement du point A que nous appelle- 
rons Vea est donc (§ 77). 

Corde AK 



V.A = 



M 



Le problème actuellement posé est celui-ci : Connaissant en gran- 
deur, direction et sens les deux vitesses moyennes composantes Vra et 
Vea sans connaître autre chose des mouvements du mobile, est-il 
possible de trouver la vitesse moyenne résultante de ce point, vitesse 
que nous appelons Va ? 

Pour cela, il faut trouver la position résultante du mobile à l'ins- 
tant <+ A <. Or, cette position A^ se trouve en prenant sur 0< X| à 
partir de 0^ une longueur 0<A< =OR=/(< + A<) 

d'où 

EA|=AR 

Si nous joignons RA<, nous voyons que le quadrilatère ARA|E est 
un parallélogramme. Le dj^lacement rectiligne résultant est la dia- 
gonale de ce parallélogramme. On a donc, pour ce déplacement : 



AA< = AR + AE 
d'où 



AA< _ AR AE 

A( "" At "^ M 

OU 



Va = V.U. + V 



■A 



La vitesse résultante Va est la diagonale du parallélogramme cons- 
truit sur Vra et Vea, d'où cette conséquence. 

Quand le mouvement d'entraînement est une translation, con-- 
naissant les vitesses moyennes composantes pendant un intervalle 
de temps quelconque, on peut en déduire la vitesse moyenne 
résultante. Elle est la résultante des deux vitesses mx)yennes cor- 
respondantes. 

La proposition étant vraie quelque petit que soit l'intervalle de 
temps considéré A ^, l'est encore, à la limite, pour a < = o, c'est-à- 
dire que quand le mouvement d'entraînement est une translation: la 
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vitesse du mobile à un instant donné^ dans le mouoement résul- 
tant^ est la somme géométrique ou la résultante des vitesses des 
mouoements composants au même instant. 

Inversement, la vitesse moyenne ou instantanée dans le mouve- 
ment relatif est la somme géométrique de la vitesse correspondante 
dans le mouvement résultant et dans celle d'un mouvement égal et 
contraire au mouvement d'entraînement. 

d. Cas général. — Examinons maintenant le cas général où le 
mouvement d'entraînement est quelconque. Nous allons montrer 
que, dans ce cas, la proposition se modifie quand il s'agit des vi- 
tesses moyennes, mais subsiste pour les vitesses instantanées. Cette 




Pig. 34. 

fois, la droite X'OX (fig. 34) ne reste plus parallèle à elle-même. Au 
lieu de décrire un cylindre dont la directrice est la trajectoire MoNo 
du point 0, elle peut décrire une surface réglée quelconque com- 

10 
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prenant cette trajectoire. Soit X'OXsa position à l'instant ^ et A celle 
(lu point mobile définie, sur la droite, par l'horaire. 

r: f(t). 

A l'instant t-\-^t^ si la droite était restée fixe, le point A serait 
venu en R. Mais le point étant venu en 0< la droite elle-même est 
venue, je suppose, occuper la position X'^O^X^. Dans son mouvement 
d'entrainement, le point A serait venu au point E, tel que : 

0<E = OA 

Le point A lui-même dans le mouvement résultanTesTvenu en un 

point A,, tel que : 

0< A< :-_ OR 

d'où : 

ARi^-EA, (a) 

Le déplacement rectiligne résultant est la somme géométrique des 
déplacements AE et EA^, soit : 



AA<:- AE-;-EA^ 

(Poù : 



AA, - AE _;_E_A, 

Le premier membre est la vitesse moyenne résultante que nous 
cherchons. Nous l'appeUerons toujours Va. Le premier terme du se- 
cond membre est hi vitesse moyeime d'entraînement du point A. 
Nous rappellerons toujours Vea. Le second terme du second membre 
en vertu de l'égalité (a) est, en grandeur^ égal à la vitesse relative 
du point A, mais non (*n direction. Ainsi, dans le cas d'un mouve- 
ment d'entraînement quelconque, la vitesse moyenne résultante d'un 
point A est la résultante de sa vitesse moyenne d'entraînement et 
d'une vitesse égale, en grandeur, à sa vitesse relative, mais de direc- 
tion différente et, par suite, inconnue, si on ne se donne que la po- 
sition du point et ses deux vitesses moyennes composantes. 

Mais si A^ décroît jusqu'à zéro, à la limite, le premier membre de 
l'équipoUence (6) devient la vitesse du point A dans le mouvement 
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résultant à Tinstant t ; le premier terme du second membre devient 
sa vitesse d'entraînement au même instant ; le s(»cond termes du se- 
cond membre devient, en grandeur, sa vitesse relative à cet instant ; 
mais il coïncide aussi avec cette vitesse en direction et sens puisqu'à 
la limite la droite X^0^1i^ vient en coïncidence avec X'OX. 

Ainsi^ quel que soit le mouvement d? entraînement ^ la vitesse 
résultante dPunpoint^ à un instant donné, est la résultante de sa 
vitesse relative et de sa vitesse d'entraînement à cet instant. 

Par suite, la vitesse relative est la résultante de la vitesse ab- 
solue et de la vitesse d\m mouvement éfjal et contraire au mou- 
vement d'entraînement. 

Si, d'une façon plus abrégée, pour un point mobile, V désigne la 
vitesse du mouvement résultant, Vr et Ve les vitesses relative et d'en- 
trainement, on a : 

'V=Tr+Ye=.7'+Ye (c) 

d'où : 

e. Application à un vecteur mobile issu d*un point fixe. 

— Si, en particulier le point de la droite mobile reste fixe, la vi- 
tesse Vr est normale au rayon r, c'est-^à-dire à la droite X'OX. 

Si donc on projette Téquipollc^nce (c) sur cette droite», la projec-* 
lion de V^ est nulle ; d'ailleurs r dirigé suivant r se projette en vraie 
grandeur, d'où le théorème établi au §79. La projection d(î lavitesso 
d'un mobile sur un vecteur r issu d'un point fixe et aboutissant à 
chaque instant au mobile est égale à la dérivée r du vecteur. 

/. Application à un mouvement rapporté à des axes de 
coordonnées. — Les propositions qui précédent s'étendraient faci- 
lement à la composition d'un nombre quelconque de mouvements. 

Considérons, par exemple, le mouvement d'un point A rapporté à 
trois axes de coordonnées rectangulaires ou obliques et défini par 
les équations : 

^=f{t) y=fAt) *==/«W (1) 
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On peut le regarder comme résultant de trois mouvements simul- 
tanés parallèles aux axes. 

Supposons, en effet, que le point A se meuve sur Taxe des x sui- 
vant l'horaire : 

pendant que l'axe des x se déplace parallèlement à lui-même, tous 
ses points décrivant des chemins égaux parallèlement à l'axe des y, 
suivant l'horaire commun : 

y = fAt) 

et pendant que le plan des xy se déplace aussi parallèlement à lui- 
même, de façon que tous ses points décrivent des chemins égaux 
parallèlement à l'axe des z suivant l'horaire commun : 

z^t^ (0 

Si le premier mouvement existait seul, les coordonnées du point A 
à l'instant t seraient : 

x=if{t) y = z = 

Mais le second mouvement, sans changer ses coordonnées x et ^, 
donne à t/ la yaleur yz:zf^{t)^ de sorte que par les deux mouve- 
ments réunis, ses coordonnées seraient : 

x-f(t) y^rm z=o 

Enfin le troisième mouvement, sans changer les coordonnées cZ^et 
y donne à celle z la valeur : 

de sorte que les trois mouvements simultanés réalisent le mouve- 
ment défini par les équations (1) : 

Si AcT, ^y^ A^ sont les chemins parcourus dans le temps A< dans 
chacun des mouvements composants, en les portant bout à bout à 
partir de A parallèlement aux axes de coordonnées, l'extrémité du 
contour obtenu est la position A^ du mobile à l'instant <-|-A<, de 
sorte que : 
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d'où pour la vitesse moyenne V^ : 



et, à la limite pour A < = 0, on obtient pour la vitesse V à Pins- 

tant t : 

ce qui est le résultat établi directement au § 108, d'où résulte le 
théorème de la projection de la vitesse moyenne ou instantanée sur 
un plan ou un axe (§ 105). 

^. Cas de mouvements harmoniques. — Les mouvements 
elliptique ou circulaire considérés au § 111 peuvent être regardés 
comme dus à des mouvements harmoniques simultanés communi- 
qués à un point dans des directions différentes, et ce point de vue 
est très fécond, notamment en optique (polarisations rectiligne, cir- 
culaire et elliptique) et en électro-magnétisme (courants polyphasés 
et champs tournants) . 



Exercice. 

Le mouvement d^un point mobile dans un plan est donné par ses 
coordonnées polaires /• et 6 par les équations : 

Démontrer que les composantes de la vitesse Y suivant le rayon et 
normalement au rayon sont respectivement : 



DEUXIÈME SECTION 



MÉCANIQUE 



CHAPITRE X 



POINT MATERIEL LIBRE. — PRINCIPES ET 
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libre. 

Exercices. 



114. Mécanique, Dynamique, Statique. — Tandis que 
Cinématique n'étudie le mouvement et, comme cas particulier, le 
repos que dans leurs rapports avec l'espace et le temps, la Mécani- 
que les étudie, en outre, dans leurs rapports avec la matière. En 
tant qu'étude des lois du mouvement de la matière, elle prend le 
nom de Dynamique, en tant qu'étude des lois du repos de la matière 
elle se nomme la Statique. 

Par cela seul qu'elle a égard à la matière, il lui faut la définir. 

La définition qu'elle en donne est comprise dans quelques postu- 
lats distincts de ceux de la Géométrie.* 
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115. Sur les postulats de la mécanique. — Ces postulats 
peuvent bien être considérés comme définissant une matière idéale, 
comme les postulats de la géométrie définissent un espace idéal. 
Tout est de savoir si les derniers se rapportent bien à Pespace où 
nous vivons et si les premiers se rapportent bien à la matière telle 
qu'elle s'offre à nous. C'est affaire d'observations et d'expérience a 
posteriori. Pas plus les postulats de la mécanique que ceux de la 
géométrie ne sont susceptibles d'être expérimentés a priori^ à cause 
de la forme abstraite qu'il faut leur donner pour les simplifier. Mais 
les innombrables conséquences qu'on en tire chaque jour pour pro- 
jeter l'outillage industriel de l'humanité, prévoir, sur le papier, com- 
ment il se comportera en exécution^ prévoir de très loin les mouve- 
ments des corps célestes, prévoir une foule de phénomènes terrestres, 
se sont jusqu'ici toutes trouvées confirmées par l'observation. 

Les postulats que nous admettrons sont au nombre de quatre. Ce 
sont les postulats ou principes : 

1® De l'inertie de la matière ; 

2"" De la proportionnalité de la force à son effet mesuré par l'accé- 
lération ; 

3*» De l'indépendance des effets des forces simultanées ; 

4*^ De l'égalité de l'action et de la réaction. 

116. Point matériel libre. — On appelle point matériel, une 
particule de matière occupant un volume assez petit pour qu*on puisse 
en négliger les dimensions. On traite donc un point matériel comme 
si la matière dont il est formé était réellement et rigoureusement 
concentrée en un point géométrique. 

On dit qu'un point matériel est libre, tant qu'il peut se mouvoir 
dans quelque direction que ce soit, sans rencontrer d'obstacle maté- 
riel pour l'affecter, soit dans son mouvement, soit dans son repos. 

117. Principe de Tinertie. — On admet que la matière est 
inerte c'est-à-dire qu'un point matériel en repos ne peut pas de lui- 
môme se mettre en mouvement ; qu'un point matériel en mouvement 



i 
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ne peut pas de lui-même modifier la direction de son mouvement en 
sorte que, s'il n'est influencé par aucune circonstance extérieure à 
lui-même, son mouvement ne peut être que rectiligne ; qu'il ne peut 
pas non plus, par lui-même, accroître sa vitesse, en sorte que son 
mouvement ne peut pas s'accélérer ; qu'enfin, s'il n'a pas le pouvoir 
de faire croître sa vitesse, il n'a pas davantage celui de la faire dé- 
croître, en sorte que sa vitesse reste constante en grandeur, direc- 
tion et sens. Son mouvement, en résumé, ne peut être que rectiligne 
et uniforme. 

118. Observations sur ce principe. — Notre esprit accepte 
facilement les diverses parties de ce principe, sauf pourtant la der- 
nière, celle qui veut qu'un point matériel lancé avec une certaine 
vitesse n'ait pas le pouvoir de la diminuer. Cette assertion semble en 
contradiction avec l'expérience journalière. Quelle que soit la vi- 
tesse avec laquelle un projectile est lancé, nous voyons qu'il finit tou- 
jours par s'arrêter. 

Cependant on peut faire valoir qu'avec les canons les plus puis- 
sants, comme les pièces de la marine, on peut envoyer des projectiles 
à 10 kilomètres et même davantage. Si ces projectiles n'étaient pas 
sollicités par la pesanteur, c'est-à-dire par quelque chose qui n'est 
pas en eux-mêmes, au lieu de s'abaisser pendant leur mouvement, 
ils chemineraient toujours en ligne droite et iraient plus loin encore. 
Il est vrai qu'ils finiraient toujours [par s'arrêter. Mais cela encore ne 
serait pas de leur fait; ce serait celui de l'air qu'ils mettent en mou- 
vement violent sur leur passage et qui oppose une grande résistance 
à leur marche. Il est donc bien constant que si un projectile pouvait 
être lancé dans le vide, en même temps que soustrait à l'effet de son 
propre poids, il poursuivrait indéfiniment sa marche sans rien perdre 
de sa vitesse. 

Le système solaire, c'est-à-dire le système formé par le soleil, les 
planètes, y compris la terre, et leurs satellites, en particulier, la lune, 
outre les mouvements propres de chacun des corps qui le composent 
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a un mouvement d'ensemble en vertu duquel tous ces corps chemi- 
nent de concert, d'un mouvement sensiblement rectiligne et uniforme 
avec une vitesse d'environ 30 kilomètres par seconde vers un point 
de la constellation d'Hercule qu'on appelle VApex et que les astro- 
nomes, depuis Herschell, cherchent à déterminer par des observations 
de plus en plus précises. Dans ce but, ils observent les grandeurs des 
étoiles et ils ont reconnu qu'il y en a qui grandissent : ce sont celles 
qui se trouvent du côté de VApCJC c'est-à-dire celles vers lesquelles 
nous marchons entraînés par le système solaire ; qu'il y en a d'autres 
qui rappetissent ou dont l'éclat diminue : ce sont celles de la région 

du ciel opposée à VApej- c'est-à-dire celles dont nous nous éloignons 
avec une vitesse 18000 fois plus grande que celle d'un train 
express. 

C'est que le système solaire remplit, sinon d'une façon absolue, du 
moins très approximativement les deux conditions que nous indi- 
quions plus haut pour que le boulet de canon continuât indéfiniment 
sa marche rectiligne et uniforme ; le système solaire, y com- 
pris les atmosphères qui peuvent entourer certains astres comme 
celui que nous habitons, lesquelles atmosphères font partie inté- 
grante du système et sont comme tout le reste entraînées avec lui, 
parait se mouvoir dans le vide ou tout au moins dans un milieu extrê- 
mement rarifié. Il n'éprouve donc pas, comme le boulet de canon 
l'équivalent de la résistance de l'air. D'autre part il est si éloigné 
des autres systèmes solaires qu'il ne paraît pas recevoir d'action sen- 
sible de. leur part. Il n'éprouve donc pas non plus l'équivalent de 
l'action de la p(îsanteur qui fait dévier le boulet de canon de sa 
direction. C'est pourquoi le système solaire peut d'une façon pres- 
que absolue obéir au principe de l'inertie qui fait que depuis des mil- 
liers et d(^s milliers de siècles il conserve un mouvement vers l\Apej\, 
mouvement qu'il est aussi impuissant à ralentir qu'à accélérer. 
L(^ conserve-t-il rigoureusement avec sa vitesse originelle ? Pour ré- 
pondre à cette question il faudrait pouvoir comparer des observations 
modernes avec les observations des anciens. Mais ces dernières 
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n'existent pas, cet important phénomène que la mécanique faisait 
prévoir n'ayant pu être soumis à des observations suivies que depuis 
qu'elles ont été inaugurées par le grand astronome Herschell. 

Mais un autre grand phénomène astronomique se rattachant, lui 
aussi, quoique d'une façon moins immédiate au principe qui nous 
occupe, je veux dire le mouvement de rotation diurne de la terre 
par lequel on mesure le temps, se conserve aussi depuis que la 
terre existe. Ici, on a des observations anciennes qui prouvent que de- 
puis Hipparque la durée du jour sidéral n'a pas varié d'une façon 
sensible. La vitesse angulaire du mouvement de la terre s'est donc 
conservée depuis les temps les plus reculés. 

Et ne voyons-nous pas quelle difficulté le patineur a à s'arrêter 
quand il est lancé sur une glace bien unie et, à un degré plus gran- 
diose, quelle difficulté éprouve le mécanicien à arrêter un train 
lancé? Que d'accidents se produisent par la tendance obstinée qu'a 
toute cette masse en mouvement à garder sa vitesse ? 

C'est au demeurant une grande loi de la nature qu'aucune vitesse 
ne se perd sans compensation. Le train de chemin de fer qu'on ar- 
rête artificiellement en calant les roues par le serrage des freins 
échauffe le rail et les roues au point de faire naître une épaisse fu- 
mée à leur contact. C'est la vitesse perdue qui, par compensation, a 
donné de la chaleur. Le marteau-pilon qui perd brusquement sa 
vitesse en forgeant le fer, échauffe le fer ; le boulet de canon qui 
perd brusquement la sienne en frappant un obstacle s'échauffe et 
échauffe l'obstacle ; celle qu'il connnunique à Tair pendant sa mar- 
che, l'air la perd peu à peu par les frottements de ses diverses 
parties les unes sur les autres ; mais ces frottements aussi produi- 
sent de la chaleur. Pour les corps solides, ce phénomène est connu 
de toute antiquité, puisque c'est en frottant de tels corps les uns 
contre les autres que les premiers hommes se sont procuré le feu et 
qu'en frottant une allumette, nous utilisons encore le même phéno- 
mène. Pour l'air lui-môme cela est si vrai que les étoiles filantes ne 
sont pas autre chose que des fragments de corps célestes traversant 
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momentanément notre atmosphère avec une vitesse si grande que 
c'est le frottement qu'ils éprouvent de la part de l'air, qui les rend 
lumineux et visibles pour nous. 

Ainsi, toute vitesse qui nous semble perdue produit de la chaleur. 

Mais un point matériel supposé isolé c'est-à-dire sans communica- 
tion d'aucune sorte avec le reste de l'univers, ne pouvant communi- 
quer au dehors ou recevoir du dehors ni chaleur, ni vitesse ne peut 
que conserver intégralement la vitesse quMl possède. 

119. Force. — Un tel point ne peut donc qu'être en repos ou 
avoir un mouvement à la fois rectiligne et uniforme c'est-à-dire (§ 110) 
un mouvement à accélération nulle. Si donc nous voyons un point 
matériel animé d'un mouvement avec accélération, soit que la vitesse 
se modiûe en grandeur ou en direction ou à la fois en grandeur et 
direction, nous sommes assurés qu'il est, en quelque manière, en 
communication avec le monde extérieur, et que c'est celui-ci qui l'in- 
fluence et qui l'incite à modifier son mouvement. 

Cette influence se nomme une force. 

120. Principe de la proportionnalité de la force & son 
effet. — Masse. — Ainsi, le fait d'une force n'est pas d'entretenir 
la vitesse du point matériel sur lequel elle agit ; cette vitesse s'en- 
tretient d'elle-même par l'effet de l'inertie de la matière. Le fait de 
la force est, au contraire, de tendre sans cesse à modifier cette vitesse 
qui, par elle-même, tendrait à se conserver, de l'augmenter ou de 
la diminuer suivant les cas, d'en changer la direction dans d'autres ; 
il est, en un mot, de communiquer à la matière une accélération 
que celle-ci serait impuissante à se donner elle-même. 

On admet qu'en toute circonstance quand une force agit sur un 
point matériel libre, qu'elle agisse sur le point partant du repos ou 
qu'elle agisse sur le point possédant déjà une vitesse, toujours elle a, 
et cela à chaque instant, même direction et même sens que l'accélé- 
ration qu'elle communique au point à cet instant et qu'elle est 
égale en grandeur au produit de cette accélération par une constante 
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spécifique du point. Cette constante se nomme la masse de ce point 
matériel. 

121. Observations sur ce principe. — La force con- 
crète ramenée à un vecteur. — Le grand mérite ou la grande 
fécondité de ce principe vient de ce qu'il rend immédiatement com- 
parables toutes les forces naturelles si diverses qu'elles puissent être 
dans leur nature concrète, si mystérieuses qu'elles soient dans leur 
essence ou leur origine. 

Pour savoir l'effet que produira une force donnée ou inversement 
pour savoir quelle force sera nécessaire pour produire un effet dé- 
terminé, nous n'aurons pas besoin de pénétrer le mystère qui est à 
l'origine de toute force, comme de tout phénomène naturel. Qu'il 
s'agisse de cette force cachée qui fait qu'un corps grave abandonné à 
lui-même tombe vers le centre de la terre ou de celle paraissant de 
même nature qui fait que les planètes gravitent autour du soleil, qu'il 
s'agisse de la force que porte en lui un ressort tendu ou de celle 
plus formidable, mais sans doute de nature similaire, que porte en 
elle une poignée de poudre ou de dynamite ou de celle que la chaleur 
communique à l'eau vaporisée dans une chaudière, qu'il s'agisse de 
forces électriques ou magnétiques ou de celles que la vie donne aux 
êtres organisés, peu nous importe. Si nous savons qu'un point maté- 
riel de masse m possède, à un certain instant, une accéléra- 
tion représentée par le vecteur J, nous sommes assurés que la force, 
quelle qu'en soit la nature concrète qui détermine cette accélération 
peut être représentée par un vecteur de même direction et de 
môme sens que le vecteur J, et dont la grandeur est égale à m J. 
C'est ce vecteur lui-même qui suffira à tout que nous désignerons à 
Vavenir par le mot Jbroe^ de sorte que nous pourrons parler de la 
projection d'une force sur un plan, sur un axe, ou des composantes 
d'une force. Nous entendrons par là la projection ou les composantes 
du vecteur mi. Désignons le par la lettre F nous aurons l'équipol- 

lence. 

F = m J (1) 
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que, pour simplifier, nous écrirons toutes les fois qu'il ne pourra pas y 
avoir ambiguité. 

F = m J (1) 

en entendant qu'il s'agit d'une équipoUence c'est-à-dire que les deux 
membres séparés par le signe d'égalité sont non seulement de même 
grandeur, mais aussi de même direction et de môme sens. 

Cette équipoUence est le fondement le plus essentiel de la méca- 
nique. 

Avant d^en déduire des conséquences générales et des applications, 
nous allons montrer, de façon plus précise, comment elle permet 
effectivement de rendre comparables les grandeurs de toutes les 
forces sous quelque forme physique qu'elles se montrent à nous, de 
les rapporter toutes à la grandeur de Pune d'elles prise pour unité 
et montrer aussi comment on peut mesurer cette constante spéci- 
fique de chaque espèce de matière que nous avons appelée la masse. 

122. Mesure des forces et des masses. — Une géniale expé- 
rience de Galilée, qui est Pune des sources vives d'où est sortie 
toute la mécanique céleste et terrestre, nous a appris que, dans le 
vide, tous les corps graves tombent suivant une même loi. Si, dans 
un espace vide, un corps quelconque est abandonné à lui-même, que 
ce soit un duvet ou une balle de plomb, il tombe suivant la verticale, 
de façon que les chemins décrits soient proportionnels aux carrés des 

temps employés à les décrire, le coefficient de proportionnalité étant 

1 

le même pour tous les corps. En le désignant par ^ g et appelant s 

le chemin parcouru dans le temps <, Phoraire du mouvement est 
donné par Péquation 

^ = 1^*^ (2) 

La vitesse z a donc pour expression 

et Paccélération 

^" = y (4) 
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est constante et la même pour tous les corps. On la nomme la 
gravité. 
En prenant le mètre et la seconde pour unités, elle est à Paris : 

g = 9,8 088 

ce qui, en vertu de (3J, signifie qu'un corps pesant abandonné sans 
vitesse dans le vide acquiert au bout d'une seconde une vitesse 
instantanée de O^^SOSS par seconde ou, en vertu de (2), qu'un tel 
corps décrit pendant la première seconde de sa chute un chemin de 
4™,9044. 

Celle loi étant vraie pour un corps, si petit qu'il soit, est encore 
vraie pour un point matériel. La force qui fait ainsi tomber un point 
matériel ou qui lui communique l'accélération g se nomme le poids 
de ce point matériel. 

Désignons par p le poids d'un point matériel de masse m. On aura 
d'après l'équation fondamentale (1) 

p = mg (5) 

qui permet de trouver la masse quand le poids est connu et inverse- 
ment. 

On peut facilement étendre cette relation à un corps de dimen- 
sions quelconques. Supposons, en effet, un corps composé d'un 
nombre quelconque de points matériels qui soient ou non formés do 

la môme matière, c'est-à-dire un corps homogène ou hétérogène. 
Soient 

Jpif 2hi P'i^ P\ 

le poids des différents points matériels qui le composent, et respec- 
tivement 

mty TWa» 'Wa, m^^ 

leurs masses. 
La relation (5) appliquée à chaque point donné 

Pï=^i9i l>2=»i2^, P:i = rn'6g etc 

Ajoutons ces équations membre à membre et disignons par V le 
poids total du corps c'est-à-dire la somme des poids des diverses 
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particules qui le composent et par M ce qu'on appelle sa masse 

totale c^est-à-dire la somme des masses de ces mêmes particules. 

On aura 

r = M^ (6) 

d'où 

M=l (7) 

Le poids d*un corps quelconque est égal au produit de sa masse 
par la gravité, , 

La masse d'un corps quelconque est égale au quotient de son 
poids par la gravité. 

A présent tout le monde sait^ nous y reviendrons en statique, que 
les poids de tous les corps peuvent se comparer à l'aide de la ba- 
lance et se chiffrer numériquement en prenant, une fois pour toutes, 
]e poids de Tun d'eux pour unité de poids. L'unité de poids le plus 
souvent adoptée en mécanique est le kilogramme c'est-à-dire le poidsi 
d'un litre d'eau pesé dans le vide au maximum de densité de Peau 
soit à 40 au-dessus de la température de la glace fondante. On 
emploie aussi les multiples ou sous-multiples du kilogramme et 
notamment pour les gros poids comme ceux de la houille, des mé- 
taux employés dans Tart des constructions, des chargements de 
bateaux, la tonne de 1000 kilogrammes ou tonne métrique, c'esirà-dire 
le poids d'un mètre cube d'eau, et pour les poids faibles, le gramme 
ou poids d'un centimètre cube d'eau pesé comme il a été dit 

ci-dessus. 
Le poids d'un corps quelconque s'exprime ainsi par un certain 

nombre de grammes, kilogrammes, tonnes ou par toute autre unité 

de poids 
Connaissant numériquement les poids des corps, on en déduit les 

masses par la relation (7) qui s'applique à un corps quelconque et en 

particulier à un point matériel. 
Supposons maintenant qu'une force, quelle qu'en soit la nature 

concrète, imprime à un point matériel une accélération dont lagran- 
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deur, soit égale à n fois la gravité g^ n étant un nombre abstrait ou 
sans dimensions. 

Les forces qui agissent sur un même point étant proportionnelles 
aux accélérations qu'elles produisent, la force qui produit une accé- 
lération égale à n fois la gravité est égale à n fois la force qui produit 
une accélération égale à la gravité c'est-à-dire à n fois le poids du 
point matériel. Donc, toute force peut se mesurer en poids et, par 
suite, peut se chiffrer en unités de poids. L'unité de poids, le kilo- 
gramme ou toute autre devient ainsi l'unité de J or ce ou celle à 
l'aide de laquelle on exprime les valeurs numériques de toutes les 
forces et des forces numériquement égales, quand elles seraient les 
plus diverses par leur nature, produiront les mômes effets dans des 
circonstances identiques. 

Les quatre éléments qui suffisent à la définition d'une' force sont 
en résumé : le point matériel qu'elle actionne et qu'on nomme son 
point d'application; sa direction et son sens qui sont la direction et 
le sens de l'accélération qu'elle imprimerait à un point matériel libre 
quelconque et enfin sa grandeur ou intensité exprimée à l'aide de 
l'unité de poids. On la représente par un vecteur issu du point d'ap- 
plication de la force, ayant la direction et le sens de celle-ci et 
une longueur proportionnelle. Le sens est d'ordinaire indiqué par 
une flèche. 

123. Les trois unités fondamentales. Unités dérivées* — 

En géométrie une seule unité, l'unité de longueur suffirait à la ri- 
gueur à toutes les mesures numériques que l'on peut avoir à faire. 
On pourrait se passer de définir explicitement les unités de surlace 
et de volume. Pour ce qui touche les surfaces, l'aire de tout polygone 
et par suite l'aire de toute surface polyédrale, puis par voie de limite 
l'aire de toute surface plane ou courbe peut se décomposer en trian- 
gles. Il suffit donc pour savoir mesurer toutes les surfaces, de savoir 
mesurer l'aire du triangle. Or, une fois qu'on a démontré que les aires 
de deux triangles sont entre elles comme les produits de leurs bases 

11 
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par leurs hauteurs, rien n'empêche de définir Taire d'un triangle 
quelconque soit par le produit même de ces deux dimensions, soit 
par ce produit affecté d'un coefficient numérique fixe choisi à 
volonté. Ce coefficient adopté, Taire d'un triangle et, par suite, 
n'importe quelle autre aire se mesurent par le produit de deux 
longueurs ou par une somme de tels produits. L'unité de lon- 
gueur permettant d'évaluer les deux facteurs de chaque produit 
et, par suite, les produits eux-mêmes et leurs sommes, Téva- 
luation numérique de n'importe quelle aire se trouve ainsi faite à 
l'aide de la seule unité de longueur. Supposons que Ton fût con- 
venu comme on en aurait eu le droit, de définir l'aire ^ d'un triangle 
de base b et de hauteur h par le produit de ces deux dimensions, 
écrivant ainsi 

à = bh. (8) 

Tous les triangles et, par là même, toutes les aires se seraient trou- 
vées mesurées par Tunité de longueur. 

Mais l'unité de surface, bien qu'on puisse se passer d'en parler, se 
serait trouvée établie par la définition (8) elle-même. Si, en effet, on 
y fait 6 = A = 1 on en tire a = 1. Donc, dans ce système de mesures, 
l'unité de surface serait l'un des triangles ayant Tunité de longueur 
pour base et pour hauteur. 

On a jugé plus commode de définir numériquement l'aire A d'un 
triangle par le produit de ses dimensions affecté du coefficient 1/2, en 
sorte que 

Alors, pour 6 = A =: 1 

2A=l 

C'est le double de Taire du triangle ayant Tunité de longueur pour 
base et pour hauteur c'est-à-dire l'aire d'un carré construit sur 
l'unité de longueur qui devient l'unité de surface, ce qui a paru plus 
commode. 

De même, tous les volumes peuvent se ramener au volume du té- 
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traùdre. Or, pour celui-ci, dès qu'on a montré que les volumes de deux 
tétraèdres sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs 
hauteurs, on est en droit de définir le volume V d'un tétraèdre soit 
directement par le produit Bx^ de Paire B de sa base par sa hauteur 
ou par ce produit affecté d'un coefficient numérique K choisi à volonté 
et suivant les commodités de la pratique, en sorte que : 

Y = KBxh (9) 

Le calcul des volumes comme celui des surfaces se trouve ainsi 
ramené à l'unité de longueur sans qu'il soit besoin de parler d'unité 
de volume. Mais cette unité se trouve implicitement définie par Téqua- 
tion (9) dès que le coefficient numérique K a été adopté. Elle peut 
ainsi être indépendante de l'unité de surface. On a été amené à pren- 
dre K = 1/3 en sorte que : 

3 V=BXA 

L'unité de volume qui s'en suit s'obtient en faisant Bi= 1, A= 1, 
d'où 

8 V = 1, 

ce qui veut dire que l'unité de volume adoptée est le triple du vo- 
lume d'un tétraèdre ayant pour base l'unité de surface et pour hau- 
teur Tunitè de longueur, ou que l'unité de volume est le volume du 
cube construit sur la même unité. 

Les unités de surface et de volume, par cela même, qu'on pourrait 
s'en passer, une fois l'unité de longueur admise, et qu'elles dérivent 
de cette unité par des conventions arbitraires, se nomment des unités 
dérivées tandis que l'unité de longueur est une unité fonda- 
mentale. 

En Cinématique, nous avons rencontré une seconde unité fonda- 
mentale, absolument indépendante de l'unité de longueur, à savoir: 
l'unité de temps, puis nous avons rencontré des grandeurs dérivées à 
la fois des unités de longueur et de temps, à savoir : la vitesse et l'accé- 
lération. 
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Une vitesse V a été définie le rapport d'un chemin parcouru L au 
temps employé à le parcourir, soit 

V = ^ (10) 

[i n'est donc nul besoin d'une unité de vitesse, comme il ne serait 
pas besoin d'unités de surface et de volume. Cette définition (10] 
suffit à calculer une vitesse avec les deux unités fondamentales de 
longueur et de temps. Mais la définition (10) d'une vitesse quelconque 
comprend implicitement celle de Puni té de vitesse si on juge com- 
mode d^en adopter une. 

Pour L=l,T=z: 1 on aV= 1 ce qui veut dire que Punité de 
vitesse est la vitesse d'un mobile qui parcourrait l'unité de longueur 
dans l'unité de temps, la vitesse d'un mètre par seconde, si c'est 
le mètre et la seconde qu'on prend pour unités fondamentales. 

On observera que, dans la formule (10) n'entre pas un coefficient 
numérique arbitraire, comme celui que nous avons rencontre dans 
l'expression des surfaces et des volumes. Ces coefficients laissent les 
unités de surface et de volume arbitraires et ce n'est que parce qu'on 
l'a jugé plus commode, qu'on a adopté, pour ces unités, le carré et 
le cube construits sur l'unité de longueur. Ici, il semble que l'on soit 
forcé de prendre une unité de vitesse déterminée dès que les unités 
de longueur et de temps sont données. Cela tient à ce que nous avons 

défini directement la vitesse par le rapport ~ sans coefficient. Mais 

rien n'empêcherait, le mètre et la seconde par exemple étant pris 
pour unités fondamentales, de convenir qu'on prendra pour unité de 
vitesse, la vitesse d'un mobile qui décrirait, non pas 1 mètre par se- 
conde, mais 10 mètres par seconde. Alors la vitesse de celui qui 
décrirait 20, 30, etc. mètres par seconde, au lieu d'être de 20, 
30 unités de vitesse, ne serait que 2, 3 unités de vitesse, c'est-à-dire 
qu'on aurait numériquement 

v-i h 

^""10 ï 
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En général on peut écrire 

d'où pour L = K et T= 1, on a V = 1, ce qui veut dire qu'on adopte 
pour unité de vitesse la vitesse d'un mobile qui décrirait K unités de 
longueur, par unité de temps. Le plus simple et le plus commode est 
naturellement de faire K = 1 ou de définir la vitesse par Texpres- 
sion (10) c'est-à-dire d'adopter implicitement comme unité de vitesse, 
la vitesse du mobile qui décrit l'unité de longueur dans l'unité de 
temps, comme on a adopté pour unités de surface et de volume le 
carré et le cube construits sur l'unité de longueur. 

L'unité de vitesse est ainsi une unité dérivée dont on pourrait se 
passer et dont effectivement on se passe le plus souvent en expri- 
mant directement la vitesse par la formule (10) c'est-à-dire à l'aide 
des unités de longueur et de temps et rappelant explicitement les 
valeurs adoptées pour ces deux unités dans l'énoncé d'une vi- 
tesse (§8). 

En géométrie et en arpentage il serait mal commode, quoique pos- 
sible^ de ne jamais parler d'unités de surface et de volume. Il est bien 
plus clair et plus expressifd'énoncer des aires en mètres carrés ou en 
ares et des volumes en mètres cubes, litres etc. . . . que de les exprimer 
simplement par des produits de dimensions linéaires. Mais en ciné- 
matique, les énoncés directs, sans passer par l'unité de vitesse à la- 
quelle d'ailleurs on n'a pas même jugé utile de donner un nom, 
sont plus expressifs. 

On en peut dire autant de l'accélération. En définissant l'accéléra- 
tion d'un mobile la vitesse qu'il gagne par unité de temps, Tunité 
d'accélération s'ensuit : c'est l'accélération d'un mobile qui gagne- 
rait l'unité de vitesse dans l'unité de temps. On peut dire que théo- 
riquement rien n'empêcherait de la choisir autrement et arbitraire- 
ment ; mais cela compliquerait inutilement les calculs pratiques. En 
fait, cette unité intervient peu sous forme explicite, assez peu pour 
qu'on ne lui ait pas non plus donné un nom particulier. 
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En Mécanique, nous avons rencontré une troisième unité fonda- 
mentale : Tunité de force, absolument indépendante des unités de 
longueur et de temps et une nouvelle grandeur dérivée, à savoir : la 
masse. Nous Pavons définie par la formule : 

F 

De sorte que pour F= 1, J= 1 on a m «= 1, ce qui indique que Punité 
de masse est la masse du point auquel Punité de force communiquerait 
Punité d^accélération. Mais il est plus clair de définir ce point par son 
poids. D'une manière générale, même pour un corps de dimensions 
finies, nous avons trouvé (§ 122), entre son poids P et sa masse M, la 
relation 

M = £ 

9 

d'où, pour P = gr^ on tire : M = 1. Ainsi, Punité de masse peut être 
définie la masse d'un corps dont le poids est numériquement égal à 
la gravité g. 

Si on prend le mètre et la seconde pour deux des trois unités fonda- 
mentales, on a 

g = 9,8088 

Donc, Punité de masse sera la masse du corps dont le poids est de 
9,8088 unités de poids. C'est donc la masse d'un poids de 9k,8088 
si c'est le kilogramme qui est pris pour unité de force, de 9?'',8088 
si c'est le gramme qui est pris pour unité de force. 

124. Cas où la masse est prise pour troisième unité 

fondamentale. — Au lieu de prendre l'unité de force comme 

troisième unité fondamentale et de regarder l'unité de masse comme 

une unité dérivée qu'il est, à la rigueur inutile de définir, puisque 

Péquation 

P P 

mz=. — =- ou iw== — 
J 9 

permet de mesurer toute masse à l'aide des trois unités de longueur, 
de temps et de force et qui, par cette raison, n'a pas de nom parti- 
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culier, on pourrait faire l'inverse, c'est-à-dire prendre la masse d'un 
corps choisi à volonté pour troisième unité fondamentale et regarder 
la force comme une grandeur définie par Péquation : 

F = mJ 

et dont l'unité, si on en avait besoin, serait également définie par 
cette équation. 

Au point de vue purement scientifique ou philosophique, ce système 
est préférable. En effet,runité de la force est définie par un poids. C'est 
théoriquement le poids d'un litre d'eau distillée pesée à la tempéra- 
ture de 4**. Pratiquement, c'est le poids d'un étalon appelé le kilo- 
gramme légal qui est, comme les étalons du mètre ou d'autres unités, 
conservé par les soins de la Commission internationale des poids et 
mesures dont le siège central est à Breteuil et qui se réunit tous les ans 
à Paris. En faisant de Paris le siège de cette Commission internatio- 
nale, les nations qui y ont* adhéré ont voulu reconnaître l'immense 
service qu'a rendu notre pays par la création d'un système décimal de 
poids et mesures. Des types de l'étalon-kilogramme aussi semblables 
entre eux que possible sont distribués dans tous les pays qui ont 
adopté notre système métrique. Mais le poids d'un corps est légèrement 
variable avec l'altitude et la latitude du point du globe où on le me- 
sure, de sorte que si on emporte l'étalon qui, à Paris pèse 1 kilo- 
gramme, dans une région lointaine, il ne pèse plus exactement 1 ki- 
logramme. En général, si un corps pèse un poids P à Paris, il aura en 
un lieu d'altitude et de latitude notablement différentes un poids P' 
légèrement différent de P. Mais si le poids P à Paris imprime au 
corps tombant dans le vide une accélération g^ le poids P' qu'il aura 
dans une autre région, lui imprimera une accélération différente g . 
Car, en vertu de l'équation fondamentale : 

F 

si la force F qui agit sur un point varie pour n'importe quelle cause, 
l'accélération J qu'elle imprime au point variera exactement dans le 
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F 

même rapport que la force, de sorte que ce rapport •=- c'est-à-dire la 

masse reste constante. Donc, un corps grave qui, en deux pays diffé- 
rents, pèsera des poids différents P et P' recevra de ces deux forces, 
des accélérations g et g différentes et ce qui restera immuable, c'est 

le rapport : 

P P' 

9 

qui représente la masse du corps. Dès lors, il est tout simple, sans 
changer en rien Tétalon identique distribué partout, de convenir 
qu^on adoptera comme troisième unité fondamentale, non- le poids de 
cet étalon, grandeur plus ou moins variable avec le lieu, mais sa 
masse qui est rigoureusement immuable et que cette unité de masse 
on l'appellera le kilogramme-masse ou simplement le kilogramme 
quand il ne pourra pas y avoir confusion avec le kilogramme-poids 
dont le nom est également usité. 

La millième partie de la masse de cet étalon qui théoriquement est 
la masse d'un centimètre cube d*eau distillée s'appellera le gramme- 
ma^se^ pendant que le poids de ce même centimètre cube d'eau s'ap- 
pellera \q gramme-poids. Mais, pour être rigoureux, il faudrait, quand 
il s'agit de ce dernier, dire le gramme-poids, la pesée ayant été faite 
à Paris^ tandis que le ternie gramme-masse qu'on remplace simple- 
ment par le mot gramme quand il ne pourra pas y avoir confusion 
avec le gramme-poids, a une signification absolue, indépendante du 
lieu où l'étalon est transporté. 

La masse d'un corps-étalon ou un multiple ou sous-multiple de cette 
masse étant prise comme troisième unité fondamentale^ c'est l'unité 
de force qui devient une unité dérivée. 

Quelle est cette unité ? 

D'après la formule fondamentale : 

F=MJ 

on l'obtient en faisant M = 1, J = 1, ce qui donne F == 1. Ainsi, l'unité 
de force est la force qui imprime à l'étalon de masse unité, l'unité 
d'accélération. Or, le poids de cet étalon, en un lieu donné, lui 
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imprime une accélération g connue expérimentalement. Donc, 

(A \ *me 
-j de ce poids lui imprimera une accé- 
lération '- = 1. C'est donc là l'unité de force. Ainsi, l'unité de force est 
9 



égale à [A 



ème 



du poids de l'unité de masse. Ceci permet de calculer 

l'unité de force dès qu'on se donne les trois unités fondamentales 

adoptées. 
Supposons qu'on adopte pour ces unités, le mètre, la seconde et le 

kilogramme-masse . 

On a alors à Paris : 

^=9,8088 

Le poids de Pétalon masse est supposé d'un kilogramme. Donc 

lunité de force sera : 

1 _ 1 kg. 

g ■" 9.8088 

poids de Paris. C'est voisin de — = 100 grammes. 

125. Les unités C. G. S. — La dyne. — C'est Gauss qui, 
dans les profondes recherches sur le magnétisme terrestre, a, le pre- 
mier, fait observer que la masse des corps étant leur seul élément 
immuable, c'est elle qu'il convient d'adopter comme troisième unité 
fondamentale, plutôt que la force ou le poids. Cette pensée a été 
adoptée par la Britisch-Association dans les magnifiques travaux par 
lesquels elle a, sous l'inspiration de sir William Thomson (Lord Kel- 
vin), établi l'ordre et la méthode dans les mesures électriques et créé 
le système des unités électriques consacré par le congrès interna- 
tional d'électricité tenu à Paris en 1881 et aujourd'hui universelle- 
ment adopté. Ce système d'unités dérive des trois unités fondamen- 
tales tirées du système métrique français : centimètre, gramme, se- 
conde et s'appelle, pour cette raison, le système des unités C. G. S, étant 
entendu toutefois que, par le mot gramme, il faut comprendre non 
le poids, mais la masse d'un centimètre cube d'eau distillée à son 
maximum de densité ou de l'étalon qui en tient lieu. 
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La gravité g qui, avec le mètre et la seconde, est à Paris de 9.8088 
se trouve (§ 30) avec le centimètre et la seconde représentée numé- 
riquement par la valeur : 

^=980,88 

et, dans la pratique courante : 

^=981 

L'unité de force est donc en grammes-poids (§ 124) égal à : 

g ~98l 
Soit p^ du gramme de notre système métrique ou un peu plus 

«7ol 

d'un milligramme. Cette unité de la force se nomme la dyne. 

Comme elle est très petite, on emploie la mégadyne qui vaut un 

million de dynes, soit : 

10<^ 



ou 



^^^ gramme». 



^•^=p»,0195 



981 
Ainsi la mégadyne se rapproche de notre kilogramme. 

126. Unités que nous adopterons. — Au congres de 1881 
sir William Thomson et Everett avaient proposé Tadoption du sys- 
tème C. G. S. et, en particulier de la dyne ou de la mégadyne, non 
seulement en électricité et dans les recherches scientifiques où il 
importe d'adopter la masse comme troisième unité fondamentale, 
mais aussi dans les transactions commerciales. L'auteur du présent ou- 
vrage a fait observer qu'il en résulterait un grand et pratiquement inu- 
tile trouble dans les usages de toutes les nations qui ont adopté notre 
système métrique, que d'ailleurs le congrès d'électricité n'avait pas 
qualité pour décréter ou môme proposer une telle mesure et qu'enfin, 
en la conseillant, il risquerait fort de ne pas être écouté. La propo- 
sition fut retirée et effectivement nous verrons que, dans la plupart 
des questions de mécanique, la masse ou n'intervient pas, comme 



■ 

I 
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dans les problèmes d'équilibre, ou s'élimine d'elle-même, tandis que 
la force intervient toujours. Il est donc préférable, au point de vue 
des applications mécaniques, de conserver la force comme troisième 
unité fondamentale. C'est ce que nous ferons. 

L'unité de force que nous supposerons quand elle ne sera pas 
spécifiée est le kilogramme avec le mètre et la seconde. 

127. Dimensions des diverses grandeurs qu'on rencontre 
en mécanique. — Pour passer d'ailleurs d'un système d'unités à 
un autre, nous savons (§ '13) qu'il suffit de connaître les dimensions 
des grandeurs que l'on rencontre. En désignant respectivement par 

les symboles : 

L, T, F, M, 

une longueur, un temps, une force et une masse, on a, pour les 
grandeurs que nous avons rencontrées et qui sont les seules inter- 
venant en mécanique 

Longueur L 

Gnindeurs géométriques.. { Surface L^ 

Volume L^ 

Temps T 

Grandeurs cinématîquefl..| Vitesse ....••. LT*^ 

Accélération LT"* 

a) en prenant la force comme 
troisième unité : 

Force F 

Masse (quotient d'une force 

p^ j , . I pour une accélération) : L-'T*F 

grandeurs mécaniques .../ ,, '^ , 

b) en prenant la masse comme 

troisième unité 

Masse M 

Force (Produit d'une masse 

par une accélération) : LT~-M 

Pour une quantité Q quelconque dont les dimensions, dans le sys" 
tème (a) seraient a, j9, y et, dans le système (6) respectivement a'^ j3', -', 
on peut écrire : 

q=l"tPf^=l"'tP'm^* 
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Les relations (a et 6) donnent : 

ou 

qui permettent de passer de Tun des systèmes à l'autre et si les uni- 
tés de longueur, de temps et de force sont respectivement divisées 
par ^,T,9,c'est-à-diresion prend les nouvelles unités ^, t, (p fois plus 
petites, l'unité de Q exprimée dans le système (a) est divisée par: 

X« xP y^ 

et sa valeur numérique est multipliée par ce nombre. Si c'est l'unité 
de masse qui est employée et qu'elle soit divisée par jx, Tunité de 
Q est divisée par 

et sa valeur numérique est multipliée par cette grandeur. 

128. Principe de rindépendance des effets des forces 
simultanées. — Considérons une force F appliquée à un point 
matériel de masse m et lui communiquant l'accélération J, en sorte 
qu'on a, par hypothèse, l'équipoUence : 

T'=toJ. (a) 

Décomposons (§ 64) le vecteur F en un nombre quelconque d'au- 
tres vecteurs, par exemple quatre, issus du point considéré. 
Nous les désignerons par : 

ce qui veut dire que F est la somme géométrique des quatre vecteurs 

considérés que nous regardons comme des forces fictives. 
Donc, on a, par hypothèse : 

F="î\+T\+F3 + F4 W 

Désignons respectivement par J^, Jo, J3, J4 les accélérations que 
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chacune des quatre forces fictives communiquerait au mobile, si elle 
agissait seule sur lui, en sorte qu'on a encore par hypothèse : 

F^=fnJ„ F2=wJ2, Fa^mJa, F4=otJ4 (c) 

Ces dernières équipoUences et celle (a) portées dans (b) donnent 
en supprimant le facteur m: 

JzziJ^+J.+lj + J^ (d) 

Ainsi, si on décompose géométriquement une force F agissant sur 
un point matériel, en un nombre quelconque d'autres forces Jictives 
il est certain que Taccélération due à la force F est la résultante ou 
somme géométrique des accélérations que chacune des forces fictives 
agissant seule produirait sur le point considéré. 

Mais passons à présent de la fiction géométrique à la réalité. Sup- 
primons la force F et laissons agir effectioement et simultanément 
les forces en lesquelles on Ta décomposée. Sous leur influence, le 
point prendra un certain mouvement, par conséquent une certaine 
accélération. Cette accélération sera-t-elle la même que celle J pro- 
duite par la force unique F ? 

A cette question il nous impossible de répondre avec ce que nous 
savons. En effet, le principe de la proportionnalité de la force à l'accé- 
lération qu'elle détermine sur un point matériel donné, suppose es- 
sentiellement que la force agit seule. Et la supposition que nous fai- 
sons actuellement de plusieurs forces agissant simultanément nous 
place dans des conditions toutes nouvelles, sur l'effet desquelles il 
nous est impossible de nous prononcer sans un nouveau postulat, 
puisque nous ne savons pas quel trouble la simultanéité des forces 
peut apporter à leurs actions individuelles . 

Le postulat que Ton a adopté consiste à répondre affirmative- 
ment à la question posée plus haut, ù admettre que la sinuiltanéité 
n'apporte aucun trouble à l'action de chaque force, que chacune 
d'elles produit la même accélération que si les autres n'existaient pas 
et qu'ainsi l'accélération J produite par leur action simultanée est la 



somme géumétrique des accélérations que produirait chacune d'elles 
agissant seule. 

129. Résultante et composante- — La force unique capable 
de communiquer k un point matériel la même accélération que deux 
ou plusieurs autres forces agissant simultanément sur le point se 
nomme leur résultante. Celles-ci prennent par rapport à la résul- 
tante le Bom de composantes. 

En vertu des postulats ci-dessua, l'accélération produite par la 
résultante est la somme géométrique des accélérations qui seraient 
dues a chacune des composantes agissant seule. En vertu de la pro- 
portionnalité entre lus forces agissant sur un même point matériel 
et les accélérations qu'elles lui impriment, cela équivaut à dire que la 
résultante est Ut somme géométrique des composantes. Il s'ensuit 
que : * 

lo La projection orthogonale ou oblique sur un plan de la résul- 
tante de plusieurs forces appliquées à un point matériel, coïncide 
avec la résuitiuite ou somme géoiii étriqué des projections de ces forces. 

2" La projection orthogonale ou oblique de la résultante sur un 
axe est égale en grandeur et signe à la somme algébrique des pro- 
jections des composantes, étant entendu que les projections sont 
comptées positivement dans un sens convenu pris sur l'axe et né- 
gativement en sens contraire, 

T Le résultante de deux forces est la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur ces forces. On le nomme leur parallélo- 
f/ramme. 

40 La résultante de trois forces non situées dans un m^me plan 
est la diagonale <)u parallélipipéde construit sur ces forces. On 

Ip nnmmp Ifliir niifallélcpipède. 

d'un nombre quelconque de forces, c'est-à-dire 
trique est équipollente à la droite qui ferme l'un 
lygones obtenus en portant ces forces à bout. Lo 

nomme le polygone des forces. 
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6® En particulier, s'il s'agit de deux forces, on peut les composer 
en les portant bout à bout dans l'ordre que l'on veut. 

De cette façon, au lieu d'un parallélogramme on ne construit que 
l'un des deux triangles qui le composent. Le triangle adopté se nomme 
le triangle des deux forces. 

130. Composition et décomposition des forces appli- 
quées à> un point matériel . — On a le droit de remplacer des 
forces en nombre quelconque appliquées en un point matériel par 
leur résultante et inversement de remplacer une force appliquée à 
un point par d'autres en nombre quelconque pourvu qu'elles admet- 
tent la force donnée pour somme géométrique ou résultante. Rem- 
placer une force par deux ou plusieurs autres, c'est la décomposer 
en ces dernières. On peut en particulier décomposer une force, 
d'une seule manière : 1"* suivant deux directions arbitrairement 
choisies dans n'importe quel plan passant par la force. 

2® En deux autres, dont l'une donnée à volonté ; 

3^ En deux autres, dont l'une ait une direction arbitraire et l'autre 
soit située dans un plan d'orientation arbitraire, en particulier en 
deux autres dont l'une de direction arbitraire, et l'autre dans un 
plan perpendiculaire à cette direction. Dans ce dernier cas, les com- 
posantes sont respectivement les projections orthogonales de la force 
à décomposer sur la direction choisie et sur le plan qui lui est per- 
pendiculaire. 

4^ En trois autres suivant des directions non situées dans un même 
plan et d'ailleurs arbitraires, en particulier, parallèlement à trois 
axes de coordonnées rectangulaires ou obliques. Les composantes 
sont équipoUentes aux projections orthogonales ou obliques de la 
force sur les trois axes. 

131. Application à Téquilibre d'un point matériel libre. 

— Lorsque des forces sont capables de maintenir un point ou un 
corps en repos, ont dit qu'elles se font équilibre. 

Cherchons les conditions d'équilibre des forces appliquées à un 



point matériel libre. Quelles que soient ces forces, nous pouvons 
les remplacer par une seule F, égale h leur somme géométrique. 
Cette force F produit une accélération J donnée par la relation : 

l''=:mJ 

Mais pour que le point reste en repos, il faut que son accélération 
soit nulle. Il faut donc qu^il en soit de même de la résultante F des 
forces agissantes. 

Réciproquement, si cette résultante est nulle, l'accélération du 
point l'est aussi, ce qui veut dire (§ 110) qu'il est en repos ou animé 
d'un mouvement rectil igné et uniforme. Mais s'il était en repos avant 
l'action des forces, l'accélération que lui impriment celles-ci étant 
nulle il reste en repos malgré leur action. Elles sont donc en équi- 
libre. Ainsi : 

TnÉoaiiiiH. — Pour que des forces agissant sur un point maté- 
riel tibresoient en équilibre, il faut et il suffi que leur résultante 
soit nulle, c'est-à-dire que le polygone de ces Jorces se JermCy 
ou, que les sommes de leurs projections sur trois axes de coor- 
données rectangulaires ou obliques soient nulles. 

Suivant qu'on veut étudier les conditions d'équilibre par des pro- 
cédés géométriques ou graphiques ou par l'analyse, on emploiera le 
polygone des forces ou les projections sur des axes. 

Corollaires : 1° Pour que deux forces soient en équilibre sur un 
point, il faut et il suffit qu'elles soient égales et directement oppo- 
sées ; 

2° Pour que trois forces soient en équilibre sur un point, il faut et 
il suffit qu'elles soient équipollentes aux trois côtés d'un triangle 
'' m même sens ; 

i sont en équilibre sur un point, chacune d'elles est 
enl opposée à la résultante des autres ; 
; sont en équilibre sur un point, elles sont encore 
rojection orthogonale ou oblique sur un plan quel- 
axe quelconque ; 
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y Si des forces en équilibre agissent sur un point matériel libre en 
mouvement, son mouvement demeure rectiligne ou uniforme comme 
si ces forces n^existaient pas. 

6° Plus généralement, quelles que soient les forces agissant sur un 
point matériel libre, on peut, sans changer son mouvement, ajouter 
aux forces agissantes, un système de forces en équilibre ou supprimer 
un tel système de forces. Car toutes les forces peuvent être rempla- 
cées par leur résultante ou somme géométrique. Or, celle-ci n'est pas 
modifiée par Paddition ou la soustraction de forces dont la somme 
géométrique est nulle (§ 57). 
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CHAPITRE XI 



QUELQUES COROLLAIRES 



132. Force agissant sar un point partant da repos on ayant une Titesse instantanée nulle. — 
133, Nouvelle définition de la direction et du sens d'une force, — 134. Force tangentleUe, 
force normale. — 135. Forces motrices, résistances.^ 136. Cas de forces simultanées. 



132. Force agissant sur un point partant du repos 
ou ayant une vitesse instantanée nulle. — Théorème. — 
Toutes les fois que la vitesse d'un point s' annule ^ par conséquent 
à tout changement de sens de son mouvement^ en particulier^ si 
le point part du repos^ la force qui le sollicite est tangente à sa 
trajectoire. 

En effet, entre la force F, la masse m et l'accélération J on a 
l'équipollence : 

D'ailleurs, Paccélération J est (§ 78) la dérivée géométrique de la 

vitesse, c'est-à-dire que si V est la vitesse à Tinstant considéré t et V, 
la vitesse à l'instant < + A^, on a, en grandeur, direction et sens : 

J = Iim ' pour Ai=o 

et 

F-- mlim — —-— 

En direction, la force, comme l'accélération, est la limite vers 
laquelle tend la différence géométrique Y» — V. 

Si V=0, c'est la limite vers laquelle tend la direction de V,, c'est- 
à-dire la direction de la tangente à l'instant t + à^t pour àt = o. C'est 
la tangente à la trajectoire à l'instant considéré t. 
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133. Nouvelle définition de la direction d'une force. 

— On peut, d'après cela, définir la direction et le sens d'une force, 
la direction et le sens du mouvement qu'elle tend à imprimer à son 
point d'application partant du repos ou, comme on dit parfois, la 
direction et le sens du premier élément de chemin qu'elle tend à 
lui faire décrire à partir du repos. 

134. Force tangentielle, force normale. — Mais, hormis le 
repos et les instants où la vitesse s'annule, la force, comme l'accélé- 
ration n'est pas tangente à la trajectoire. La force F peut alors se 
décomposer en deux : l'une tangente, l'autre normale à la trajec- 
toire. La première, que nous désignerons par F,, se nomme leijorce 
tangentielle ; la seconde, que nous désignerons par F^, se nomme 
la/orce normale. En vertu du principe de l'indépendance des effets 
des forces simultanées, on a le droit, toutes les fois qu'on le juge 
utile, de supprimer la force F, de la remplacer effectivement par ses 
deux composantes F, et F,^ et d'examiner l'effet contributif de cha- 
cune d'elles au mouvement réel. 

Si on projette Téquipollence : 

"F=mT 

sur la tangente à la trajectoire, en comptant les projections positive- 
ment dans le sens du mouvement, c'est-à-dire de la vitesse V, on 
aura en grandeur et signe (§ 82) : 

V étant la dérivée de la vitesse V par rapport au temps. 

En projetant sur le plan normal à la trajectoire, on aura l'équi- 
poUence : 

à laquelle nous ne nous arrêterons pas, n'ayant pas précisé l'expression 
de J«.Toutefois,pourunmouvement circulaire, sur un cercle de rayon r, 
nous avons trouvé que l'accélération normale J« est, en grandeur. 
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V- 

égale à — et qu'elle est toujours centripète ou dirigée vers le centre 

du cercle. Donc, dans ce cas, la force normale est : 

et toujours centripète. 

Lorsqu'un mouvement est défini par sa trajectoire et l'équation 
horaire. 

nous avons vu qu'il est commode de définir la vitesse comme une 
((uantité algébrique égale à la dérivée s de la coordonnée s par rap- 
port nu t<împs. En l'appelant v, on a donc : 

r=:«'=/(0=±V 

Elle est alors positive, c'est-à-dire égale à sa valeur absolue ou 
négative, c'est-à-dire égale à — V, selon que le mouvement est direct 
(sens des s positifs) ou rétrograde (sens des s négatifs). 

On aura : 

,/=é^"=/"r/)=±v' (b) 

Et nous pouvons encore écrire, pour la force tangentielle : 

à la condition de convenir que la valeur absolue de F, sera, comme 
celle de la vitesse r, portée dans le sens des s positifs ou celui des 
8 négatifs, suivant que son expression [b) est positive ou négative. Il 
résulte du § 87 et il est facile de vérifier que, moyennant cette con- 
viîntion, les deux expressions [a] et (6) de la force tangentielle sont 
équivalentes. 

135. — Forces motrices, résistances. — Lorsqu'une force F 
tend à accélérer le mouvement de son point d'application, on dit 
qu'elle est motrice et on l'appelle une puissance ; quand elle tend à le 
rt^tarder, on dit qu'elle est résistante et on l'appelle une résistance. 

ÏHÉoiŒME. — Unejorce F est motrice ou résistante selon qu'elle 
fait un angle aigu ou obtus avec la vitesse V de son point d'ap- 
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plication ou, ce qui reoient au même^ selon que sa composante 
tangent ielle F, tombe dans le sens de cette vitesse (sens du mou- 
vement) ou en sens inverse. 

En effet, par définition (§ 19), un mouvement est accéléré ou 
retardé, selon que la valeur absolue V de sa vitesse est une fonction 
croissante ou décroissante du temps, c'est-à-dire selon que la dérivée V 
de cette vitesse est positive ou négative ou, en vertu de (a), 
selon que la force tangentielle F, tombe ou non dans le sens de la 
vitesse V ou du mouvement. 

La conclusion serait la même en prenant la définition (6). Car 
nous avons vu (§ 20/ qu'un mouvement est accéléré ou retardé selon 
que la vitesse v et sa dérivée u' sont ou non do mômes signes et, par 
suite, selon que la force F, défmie par l'expression (6) est ou non de 
même signe que la vitesse y, selon, par suite, que cette force est ou 
non de môme sens que la vitesse ou le mouvement. 

Dans le cas du mouvement rectiligne, l'accélération et, par suite, 
la force a la direction de la trajectoire, c'est-à-dire que la force 
totale F est identique à la force tangentielle F,,. Donc : 

Vue J or ce F qui produit un mouvement rectiligne est motrice 
ou résistante selon qu*elle est ou non dirigée dans le sens du 
mouvement. 

136. Cas de forces simultanées. — Si un point matériel est 
soumis à l'action de plusieurs forces agissant simultanément, chacune 
d'elles (§ 128) produit la môme part de l'accélération résultante que 
si elle était seule. Il s'ensuit que chacune d'elles tend, pour sa part, à 
accélérer ou retarder le mouvement, c'est-à-dire que chacune d'elles 
est motrice ou résistante, selon qu'elle fait un angle aigu ou obtus 
avecla vitesse résultante ou vraie du mobile. 
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Exercices. 



137. Principe de l'égalité de Tact ion et de la réaction. — 

Dans ce qui précède nous avons été conduit par le postulat de l'inertie 
à admettre Texislence de la lorce et, par deux autres postulats, nous 
avons pu définir Paction d'une ou plusieurs forces sur un point 
matériel libre. Mais comment les forces existent elles dans Puni- 
vers ? Newton a été amené à admettre, à cet égard, un nouveau et 
dernier postulat qui s'énonce ainsi : 

Toutes lesjorres de l'Univers existent par paires, égales et 
opposées. 

Ainsi, si un point matériel A. subit l'action d'une force F, on 
peut affirmer que, sur la droite indéfinie suivant laquelle elle 
arjit, il existe quelque part un autre point matériel B qui subit 
IViciion (Tune force F' dirigée comme F suivant la droite AB, 
égale à ¥ et de sens opposé . 

L'une des deux forces F ou F', celle que l'on veut, prend le nom 
d'action ; alors l'autre se nomme la réaction et le postulat qui affirmai 
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à la fois la coexistence et l'égalité de ces deux forces se nomme le 
principe de Tégalité de Faction et de la réaction ou simplement le 
principe de Faction et de la réaction. 

On voit que tout se passe comme si les deux points A et B avaient 
la vertu de s'attirer ou de se repousser mutuellement avec la même 
intensité. On peut donc, pour la commodité du langage, leur attri- 
buer cette vertu, qu'elle soit réelle ou fictive. C*est ce que Pon fait. 

138. Accélérations produites p ar une action et une réac- 
tion. — De ce que toutes les forces de l'univers existent ipsiv paires 
deux à deux égales et opposées, ne résulte nullement que ces forces 
s'entredétruisent deux à deux. Nous avons bien vu (§ 131) que 
deux forces égales et directement opposées appliquées au meme/)om^ 
matériel s'entredétruisent, peuvent iHre supprimées ou ajoutées à 
volonté sans que soit modifié le mouvement du point ou son repos, s'il 
est en repos. Mais ici, les deux forces F et F' (fig. 35) sont appliquées à 

^1 f- ^ IB Fig. 35a. 



■»-' 



B F' 

!^ j^ Fig. 35 b. 



deux points différents A et B pouvant n'avoir entre eux aucun lien 
matériel, ayant seulement la vertu réelle ou apparente, comme les 
aimants ou les corps électrisés, de s'attirer ou de se repousser soit à 
distance, soit au contact, alors, s'ils sont libres, chacun obéira à la 
force qui le sollicite. 

Si, par exemple, ils partent du repos, ils chemineront tous deux 
suivant la droite AB pour se rapprocher ou s'éloigner l'un de l'autre 
suivant que les forces F et F' sont attractives (fig. 35 a) ou répul- 
sives (fig. 35 b). 

Soient respectivement m et m' les masses de ces deux points, J et 
J' les accélérations qu'ils prendront. D'une manière générale, quelles 
que soient leurs vitesses et quelles que soient (fig. 36) les trajectoires 
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MN et PQ qu'ils suivent, à chaque instant la force F que subira le, 
point A et celle F' que subira B sont dirigées suivant la droite variable 




M 

Fig. 36. 

A B et leur grandeur commune variera suivant la nature des deux 
points et les conditions où ils se trouvent à l'égard Tun de l'autre. 

Les accélérations J et J' des deux points seront elles-mêmes (§ 121) 
dirigées à chaque instant suivant la droite A B et leufs grandeurs 
seront déterminées par les deux égalités : 

F = mJ F'=mJ 

et comme F n F', on aura : 

T _.- • T' ^ J' ^ 

mJ— mJ ou -=-=r— 7 

J m 

Ainsi : deux points matériels libres qui agissent V un sur Vautre 
ont, à chaque instant , des accélérations inversement proportion- 
nelles à leurs masses. 

Si la masse de l'un d'eux est incomparablement plus grande que 
celle de l'autre, l'accélération qu'il prendra sera incomparablement 
plus petite ou négligeable. 

139. Forces centrales. — Lorsque la valeur commune F des 
actions mutuelles que deux particules matérielles fixes ou mobiles 
exercent Tune sur l'autre varie uniquement avec leur distance, qu'elle 
ne dépend ni de l'époque à laquelle elle s'exerce, ni des vitesses des 
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deux particules, de telle sorte que chaque fois que, dans leurs mou- 
vements, les deux points se retrouvent à la même distance l'un de 
Tautre, leurs actions mutuelles redeviennent les mêmes, ces actions 
se nomment des forces centrales. 

Ainsi, la force F et, par suite, son égale F', est une force centrale si 
elle a une expression de la forme : 

F = m m' <p (r) (1) 

m et m' étant les deux masses agissantes et ^ (r) étant une certaine 
fonction de leur distance r. 

Nous allons rapidement passer en revue les principales forces cen- 
trales de la nature. 

140. Pesanteur terrestre. — Si un point A se trouve en pré- 
sence de plusieurs points B, G, D, etc., dont chacun exerce une ac- 
tion sur lui, il sera soumis à une force qui sera la résultante de ces 
actions. S'il est en présence d'un corps agissant, toutes les forces 
que les diverses particules du corps exercent sur lui pourront (§ 129) 
^tre composées en une seule qui sera \ action totale exercée par le 
corps sur le point A. 

Tout point matériel pesant A abandonné à lui-même tombe vers le 
centre de la terre. On doit donc admettre que la terre exerce une 
action attractive sur tous les points pesants (»t que cette attraction 
est la même que si toute la masse de la terre était concentrée en son 
centre. Cette attraction totale est (sauf une petite différence due à la 
rotation de la terre dont nous ne tiendrons pas compte quant à pré- 
sent) le poids mg du point matériel considéré, en sorte que l'attrac- 
tion de la terre sur l'unité de masse (m =r 1) est égale à (j. Ainsi, la 
gravité g peut^ sous la réserve qui vient d'être indiquée, ètrech^Jinic 
f attraction de la terre sur un point mati'friel de masse unit(K 



141. On peut soûle ver le globe terrestre. — Supposonsqu'on 
abandonne un corps pesant de masse m à sa chute. L'attraction que 
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6000 kilomètres, elle serait environ le quart de ce qu'elle est à la 
surface de la terre, et si on la mesurait à la distance où est la lune, 

1 1 

c'est-à-dire à 60 rayons terrestres, elle n'aurait plus que — — =: 



60> 3600 

de la valeur que nous mesurons à la surface de la terre. Nous ver- 
rons qu'en effet c'est là sa valeur pour la lune elle-même. 

143. Gravitation universelle. — Newton interprétant les mer- 
veilleuses lois d'observation de Kepler sur le mouvement des pla- 
nètes a montré que les mouvements de tous les corps célestes, aussi 
bien que les phénomènes des marées à la surface de la terre et ceux 
de la pesanteur terrestre s'expliquent avec une admirable précision 
si l'on admet que deux particules quelconques de matière, pourvu 
que leur éloignement soit très grand comparativement à leurs di- 
mensions (ce qui exclut les actions moléculaires des corps) s^attirent 
en raison directe de leurs masses et en raison im:erse du carré 
de leur distance, le coejfficient de proportionnalité étant le même 
pour toutes les matières, c'est-à-dire que l'attraction F qui s'exerce 
entre deux particules de masses m et m' placées à la distance r a 
pour expression : 

r 

la valeur du coefficient J* qui représente {m:::z.m! :::z 1, m 1) l'at- 
traction de l'unité de masse sur l'unité de masse à Punité de distance 
étant la même pour tous les corps, quelle qu'en soit la nature. 

On peut déterminer ce coefficient y* en observant que l'attraction 
de la terre sur l'unité de masse à la distance du rayon terrestre est 
la valeur g de la gravité à la surface de la terre, en sorte que si M 
est la masse de la terre et, si son rayon moyen est désigné par a, 
on a: 

144. Forces électriques, magnétiques et électro-magné- 
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tiques. — Cette loi de la raison inverse du carré des distances se 
retrouve aussi dans les phénomènes électriques, magnétiques et 
électro-magnétiques. Coulomb a montré : 

Que deux particules de matières électrisées ou deux pôles 
d'aimants exercent Tun sur l'autre une action variant, dans les 
deux cas, en raison inverse du carré de la distance des deux points 
agissants. 

Seulement, tandis que les actions dues à la gravité universelle 
sont toujours des attractions, dans les phénomènes électriques et 
magnétiques il y a tantôt attraction, tantôt répulsion. 

On sait que, pour expliquer ces phénomènes, il est commode 
d'admettre Thypothèse de deux fluides électriques (fluide positif ou 
vitreux (ît fluide négatif ou résineux) et de deux fluides magnétiques 
(fluide austral et fluide boréal). Il y a attraction entre fluides de noms 
différents et répulsion entre fluides de même nom. 

En ce qui touche le magnétisme, les noms donnés aux deux fluides 
proviennent de ce que l'orientation fixe de la boussole ou aiguille 
aimantée s'explique en admettant que la terre elle-même est compa- 
rable à un innnense aimant, c'est-à-dire en admettant que dans les 
deux régions polaires il y a d'immenses quantités de fluides de noms 
contraires. Il s'ensuit que le pôle d'une aiguille aimantée qui marque 
le nord est chargé de fluide austral et vice versa. 

Un courant électrique linéaire produit les mômes effets qu'une 
plaque aimantée plane ou non limitée au circuit du courant. Chaque 
point de l'une des faces de la plaque fictive de faible épaisseur serait 
un pôle austral et chaque point de l'autre lace, un pôle boréal. Un 
observateur placé suivant une normale à la plaque, la tète du coté 
de la face chargée de fluide austral verrait le courant électrique cir- 
culer de droite à gauche. 

145. Capillarité, cohésion. — Revenons, un instant, aux ac- 
tion newtoniennes en raison inverse du carré de la distance. Elles 
méritent bien le nom de gravitation universelle puisqu'elles s'étendent 
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à toutes les parties de la matière, quelle qu'elle soit, aoec le même 
coefficient d^attraction (§ 143). Les phénomènes astronomiques 
rétablissent pour les grandes distances qui existent entre les corps 
célestes. Le phénomène des marées qui s'explique par l'attraction 
de la lune et du soleil sur les eaux des océans montre que la loi 
subsiste pour la distance (petite relativement aux distances des au- 
tres astres) de la lune à la terre. Cette distance est pourtant encore 
de 60 rayons terrestres. A y regarder d'un peu plus près, le phéno- 
mène des marées montre que la loi subsiste pour des distances éga- 
les au rayon même de la terre. En effet, la lune, par exemple, qui, 
à elle seule, produit les deux tiers environ de l'amplitude des oscilla- 
tions de la mer, n'attire pas seulement les eaux de Tocéan, elle attire 
aussi toute la terre ferme. Si l'attraction ne variait pas avec la 
distance, la lune attirerait donc en bloc les continents et les océans 
et leur ferait prendre un mouvement commun dont nous ne pour- 
rions pas nous apercevoir. 

Mais en raison de la loi de l'inverse du carré de la distance, les 
parties de l'océan placées plus près de la lune que le centre de la 
terre seront attirées plus que le centre et celles qui sont diamétrale- 
ment opposées sont attirées moins que le centre. C'est la différence 
des deux effets seulement que nous pouvons mesurer. Cette différence 
équivaut pour les parties de l'Océan les plus rapprochées de l'astre à 
une attraction et, pour les parties les plus éloignées, à une i*ôpul- 
sw/î. Or, l'attraction sur les premières les soulève et donne la marée 
montante ; la répulsion sur les dernières donne aussi la marée mon- 
tante, puisque là,la verticale est de sens opposé. C'est ce qui explique 
qu'il y ait pleine mer au passage de la lune au méridien, aussi bien 
du côté opposé à la lune que du côté de l'astre. Du moment qu'il y a 
pleine mer aux deux extrémités d'une ligne allant du centre de la 
terre à l'astre, il y a basse mer au pourtour d'un plan perpendicu- 
laire à cette ligne mené par ce môme centre, à cause de la constance 
du volume total des eaux de l'océan. C'est ce qui se produit. 

Ainsi, on peut considérer la gravitation comme établie pour des 



— 190 — 

distances comparables au rayon terrestre. Cavendish^dans une célèbre 
expérience, a montré qu'elle subsiste à des distances de quelques 
mètres et probablement à des distances beaucoup plus petites. 

Cependant elle ne parait plus vraie pour des distances insensibles 
comme celles qui séparent les centres des molécules ou des atomes 
des corps. Les distances moléculaires 5 sont, d'après lord Kelvin, 

11. 

comprises entre - et rrrrrr de millionième de centimètre, soit : 



<5 



Sem 



1 000 X lO» " 5 X 10* 

OU : 

10» ^^ "^ 10» 

En millionièmes de millimètre, on aurait : 

— <." ô < 2 
100 ^ " 

Les forces qui produisent les phénomènes capillaires et celles qui 
produisent la cohésion et l'affinité chimique sont incomparablement 
plus grandes que ce que donnerait la loi newtonienne appliquée jus- 
qu'à ces faibles distances. 

Ainsi, quand après avoir plongé le doigt dans l'eau, on le retire, 
il reste une goutte d'eau suspendue à l'extrémité du doigt. Cette 
goutte d'eau est sollicitée par la gravitation universelle, qui est ici 
la pesanteur terrestre. Elle est donc sollicitée à tomber par son poids 
lequel est la résultante de l'attraction totale exercée sur elle par 
toute la niasse de la terre ^ tandis qu'elle n'est sollicitée à rester 
suspendue que par l'attraction du doigt. Il faut donc que celle-ci soit 
incomparablement plus grande. Mais en revanche elle n'a cette in- 
tensité plus grande qu'à des distances insensibles. Que la goutte d'eau 
au lieu d'être cohérente à un doigt, c'est-à-dire séparée par des dis- 
tances comme les distances moléculaires, soit placée seulement à un 
dix-millième de millimètre, elle tombera ; l'action attractive du doigt 
sera devenue insensible. 
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Il en est de même des lorces de cohésion ou d'affinité, en un mot, 
de toutes les forces que les atomes ou molécules des corps exercent 
les unes sur les autres et qu'on appelle les forces moléculaires ou 
atomiques. Ainsi, un pont formé de deux poutres en acier très peu 
massives et reliées entre elles permet le passage des plus lourdes 
locomotives. Qu'on fasse à travers les poutres un trait de scie, si 
mince qu'on le voudra, d'un dix-millième de millimètre, le pont tom- 
bera. Donc c'est la cohésion dans chaque section transversale qui 
suffit à contre-balancer l'attraction newtonienne exercée par toute la 
masse de la terre sur toute la masse des véhicules les plus lourds 
qui passent sur le pont. 

Cette cohésion, calculée d'après la loi de la raison inverse du carré 
des distances, pour les distances moléculaires, serait loin de suffire à 
expliquer le fait. Il faut admettre qu'aux distances moléculaires la 
loi est difTérente. 

146. Affinité et cohésion. — On admet, d'après Boscovich, 
que les atomes sont des centres d'action entre lesquels s'exercent 
des forces centrales de la forme : 

F =z m m' 9 {r) 

m et m étant les masses de deux atomes, r leur distance et f(r) une 

1 

fonction qui croit bien plus rapidement que — lorsque r diminue 

jusqu'aux distances moléculaires, mais qui décroît aussi très rapide- 
ment de façon à devenir insensible quand r devient sensible. Les 
forces atomiques qui se manifestent dans les réactions chimiques 
sont bien plus énergiques encore que les forces moléculaires, puis- 
qu'elles s'exercent à des distances encore beaucoup plus petites. Les 
forces explosives et volcaniques, résultats de réactions chimiques, 
donnent une idée de leur puissance. 

147. Forces proportionnelles à la distance. — Voici, au 
contraire des cas très importants en Mécanique comme en Physique 



— 192 — 

où des forces attractives relativement faibles, au lieu de décroître 
avec la distance croissent proportionnellement à la distance. 

Si on écarte très peu un pendule de sa position verticale et qu'on 
l'abandonne à lui-même, il effectue des oscillations de part et d'autre 
de la verticale. Nous verrons que l'extrémité du pendule est dans le 
môme cas que si elle était constamment rappelée vers sa position 
primitive par une force attractive proportionnelle à sa distance à ce 
point, de sorte que tout se passe comme si l'extrémité primitive du 
pendule avait la vertu d'exercer une telle attraction. 

Supposons de même un ressort, par exemple, un ressort en hélice 
dont une extrémité soit fixe et l'autre mobile. Si on écarte très peu 
cette dernière de sa position, que ce soit en allongeant les spires de 
l'hélice ou en les comprimant, l'élasticité du ressort tend toujours à 
le ramener à sa position initiale et ici encore si le dérangement est 
suffisamment petit, la force de rappel est en raison directe de la 
distance. 

C'est une loi générale que tout milieu élastique très peu dérangé 
de son état naturel tend à y revenir et que les forces qui tendent à 
effectuer ce retour sont sensiblement proportionnelles non plus aux 
distances moléculaires, mais aux écarts qu'on a provoqués dans ces 
distances à partir de l'état naturel : celui où les forces se faisaient 
équilibre (•). 

(*) Ce fail expérimental que, si on veut comprimer un corps, on éprouve une résistance 
croissante de la part du corps à mesure qu'on le comprime et que si on veut le distendre 
on éprouve aussi une résistance croissante avec l'extension qu'on veut lui donner, semble en 
contradiction avec Thypothèse que les actions moléculaires très énergiques à des distances 
insensibles décroissent très rapidement, quand les dislances moléculaires augmentent. En 
effet, si on cherche, par exemple, à allonger une barre de fer, à mesure qu'on l'allongo les 
distances moléculaires augmentant, leurs attractions mutuelles doivent décroître très rapide- ' 
mont et, par suite, la résistance qu'elles opposent à l'allongement que l'on cherche à produira 
devrait diminuer et non augmenter à mesure qu'on le produit. De môme, à la compression, 
à mesure qu-'on comprime^ les attractions augmentant devraient venir en aide à celui qui 
comprime. C'est le contraire qui se produit. Et, en effet, pour expliquer les faits, il faut sup- 
poser qu'il existe deux sortes d'actions moléculaires dont nous ne percevons que les résul- 
tantes : les unes atl l'actives dues à la matière qui attire la matière ; les autres répulsives 
dues à la chaleur. Les unes et les autres décroissent très rapidement quand les distances mo- 
l(^culaires augmentent ; mais les actions répulsives décroissent plus rapidement que les actions 
attractives. Voici alors ce qui arrive : quand un corps est en repos, en chaque point les actions 
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148. Champ de forces. — Lorsque des corps fixes possèdent la 
propriété d'exercer des actions à distance qui donnent naissance à 
des forces centrales dans une certaine région de Pespace, cette région 
se nomme un champ de forces. 

La pesanteur due à l'action attractive de la terre fait naître un 
champ de forces tout autour de notre globe. La gravitation univer- 
selle fait un champ de forces de tout l'espace occupé par notre système 
solaire et même de tout l'espace, puisque les forces de la gravitation 
étant en raison inverse des carrés des distances, ne s'éteignent com- 
plètement qu'à des distances infinies. 

Une particule de matière électrisée, par conséquent aussi des corps 
électrisés ou des aimants ou des courants électriques créent des 
champs de forces appelés champs électriques ou magnétiques ou 
électro-magnétiques qui, théoriquement, s'étendent aussi jusqu' à l'in- 
fini dans toutes les directions, mais pratiquement ne sont jusqu'ici 
sensibles et utilisables qu'à de petites distances. Voici pourtant la 
télégraphie sans fil qui étend singulièrement le domaine utilisable 
de ces champs. On ne doit donc pas oublier que théorique- 
ment ils s'étendent à l'infini et qu'ainsi la théorie n'assigne aucune 
borne aux recherches du praticien. 

Entre le champ de la gravité ou de la gravitation et les champs 
électriques, magnétiques ou électro-magnétiques, il y a cette diffé- 
rence que le premier est actif pour tous les corps, les seconds le sont 
seulement pour des conducteurs électriques susceptibles de s'élec- 
triser par induction^ c'est-à-dire par les forces mêmes du champ ou 
des corps conducteurs ou non déjà électrisés ou des aimants ou des 
métaux susceptibles de s'aimanter par induction dans le champ où 
ils sont placés. 



atlractÎTOs et répulsives sont en équilibre ou se neutralisent. Si on veut comprimer un corps^ 
!es unes et les autres croissent, mais les actions répulsives croissant plus rapidement, ce sont 
elles qui l'emportent et s'opposent donc à l'effet de compression que l'on veut obtenir. Si on veut 
dilater un corps, les deux espèces de forces diminuent rapidement ; mais les forces répulsives 
diminuant plus rapidement, ce sont les attractives qui remportent et s'opposent à l'effet que 
l'on vent produire. 

18 
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149. Valeur ou force d'un champ. — On appelle force d'un 
champ ou simplement champ en un point donné, la résultante de 
toutes les forces que les corps agissants exerceraient sur une parti- 
cule unité placée en ce point. 

Le champ de la gravité en un point est Pattraction exercée sur 
l'unité de masse d'une matière quelconque placée en ce point. C'est 
donc la gravité g en grandeur, direction ou sens, c'est-à-dire la force g' 
dirigée suivant la verticale descendante. 

Un champ électrique en un point se définit, en grandeur, direction 
et sens, la résultante des forces que les corps agissants exerceraient 
sur Tunité de quantité d'électricité positloe placée en ce point. 

Un champ magnétique ou électro-magnétique en un point se défi- 
nit de môme en grandeur, direction et sens, la résultante des forces 
que les aimants ou électro-aimants [*) qui produisent le champ 
exerceraient sur un pôle austral d'une intensité égale à l'unité adop- 
tée pour mesurer l'intensité d'un pôle qui serait placé en ce point. 

150. Champ uniforme. — Un champ est dit uniforme lorsqu'il 
est constant on grandeur, direction et sens en tous ses points. 

Le champ de la pesanteur est sensiblement uniforme dans une région, 
pourvu qu'elle ne soit pas trop étendue et, dans les applications ordi- 
naires de la Mécanique, il peut toujours être regardé comme tel. 

151. Lignes de forces. — Partons d'un point quelconque A d'un 
champ et traçons le vectemr qui représente le champ en ce point, ou 
môme ne traçons que sa direction et notons-en le sens. Prenons sur 
cette direction un point A, très voisin de A ; traçons encore la direc- 
tion du vecteur qui représente le champ en ce point. Généralement 
cette direction est différente de celle relative au point A, mais en dif- 
fère d'autant moins que le point A, a été choisi plus près de A. Do 
iiiôiiie, sur la direction du champ issue de A| prenons un point Aatrès 
voisin (le A^ et traçons la direction du champ en Ao. En contiimant 



(*) On appelle ainsi Tin noyau cylindrique de for entour/' de spires très serr(*es de fils dc« 
cuivre où passe un courant électrique. L'ciïet est le même que celui d'un puissant aimanl. 
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ainsi, on formera un polygone tel que chaque côté de ce polygone don- 
nera la direction du champ en l'un de ses sommets et que le polygone 
parcouru dans un certain sens donnera le sens du champ en chacun 
de ses sommets. 

Si les points A, A4 Ao.. . se rapprochent indéfiniment, à la limite, on 
aura une ligne généralement courbe telle que le champ en un point 
quelconque de la ligne sera dirigé suivant la tangente à la ligne en ce 
point et que la ligne parcourue en un certain sens donnera aussi le 
sens du champ en chacun de ses points. Une telle ligne se nomme 
une ligne de forces. 

Par chaque point du champ passe ainsi une ligne de forces et ces 
lignes de forces donnent une représentation très nette de la direction 
et du sens du champ en chacun de ses points. 

152. Exemples de lignes de forces. — Les lignes de forces 
d un champ uniforme sont manifestement les parallèles à la direction 
fixe du champ. Ce sont encore ces mêmes parallèles si le champ est 
constant en direction, sans Têtre en grandeur. 

Les lignes de forces du champ de la gravité sont les verticales, par 
conséquent, des parallèles dans une région suffisamment restreinte; des 
droites concourant au centre de la terre, quelle que soit retendue de 
la région considérée, si on suppose la terre sphérique et homogène 
ou formée de couches concentriques homogènes. En réalité et rigou- 
reusement ce seraient des lignes légèrement courbes que des obser- 
vations nombreuses et précises de la gravité faites sur toute la sur- 
iace de la terre, aidées de calculs très savants, permettront peu à 
peu de connaître plus exactement. 

Les lignes d'un champ formé par un point électrisé sont évidem- 
ment formées parle faisceau des droites issues de ce point. Le sens à 
donner à ces droites, d'après la définition d'un champ électrique 
(§ 149) est le prolongement du rayon vecteur issu du centre agissant 
si celui-ci est chargé d'électricité positive; c'est le sens inverse s'il 
est chargé d'électricité négative. 



De mâme, les lignes ^'un clmiiip magnétique formé par tin pôb 
iiiiitjue sont ics droites rayonnant du pôle et le sens du champ est 
(ilacé sur le prolongement du rayon ou dirigé vers le pôle agissant 
suivant que celui-ci est austral ou boréal. 

On démontre en Electricité que l'action d'un courant électrique 
rectiligne indéfmi (c'est-à-dire pratiquement d'un courant compre- 
nant une partie rectiligne assez longue pour pouvoir ^tre regardée 
comme infinie et le reste du courant étant assez éloigné pour que son 
action soit négligeable devant celle de la partie rectiligne) sur un 
pôle d'nimant placé en dehors de lui, en un point quelconque A, est 
normale au plan passant par le point A et le courant. De là, résulte 
immédiatement que les lignes de forces du champ déterminé par un 
tel courant sont les circonférences ayant leurs centres sur la ligne du 
courant et leurs plans perpendiculaires à cette ligne. 



Considérons (Qg. 37) un aimant >'S réduit à un pôle Nord N chargé 
(Pune quantité de fluide austral et un pôle Sud S chargé de la inOmi- 
quanlité de fluide boréal. Soit A un point du champ placé aux distan- 
ces AS mr et A N=/'| des deux pôles. Un pôle austral ou Nord de 
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masse unité placé en A est soumis à une action répulsive 

I 
suivant N A et à une action attractive : 



f= i- 



AS' 



suivant A S. La résultante A H = H est la force du champ en A c'est- 
à-dire la tangente à la ligne de force qui passe en ce point. 

Près du pôle N tout se passe sensiblement comme si le pôle S n'exis- 
tait pas, puisque l'action du premier pôle est couune infinie par rapport 
à celle du second. Donc, les lignes du champ autour de N sont formées 
par le même faisceau de droites issues de ce point que si le pôle S 
n'existait pas, ce qui veut dire que les lignes de forces véritables 
forment elles-mêmes un faisceau issu de ce point et, de même, elles 
passent toutes par le pôle S. Elles sont toutes situées dans les plans 
passant par N S et elles sont identiques dans tous ces plans. Dans 
chacun d'eux, elles donnent un diagramme comme celui de la figure, 
symétrique par rapport à Taxe X'OX dirigé suivant les deux pôles et 
par rapport à la perpendiculaire Y'O Y élevée au milieu de cette droite. 

Si on fait tourner le plan de la figure autour de N S, les lignes de 
force du diagramme donneront les lignes de force du champ pour 
tout Tespace. 

153. Filet ou flux de forces . — Imaginons la ligne de force 
d'un champ menée par un point A. Dans le plan normal à la ligne, en 
A, traçons une ligne fermée d'une aire très petite <t et concevons la 
ligne de force qui passe par chaque point du pourtour de Taire ff. Ces 
lignes forment une surface très déliée. La portion de l'espace limitée 
par cette surface se nomme un filet ou flux de forces. 

Si le champ est uniforme tous les filets sont cylindriques et la sec- 
tion d de chacun d'eux est invariable. 

Si le champ est formé par l'action d'un point unique 0, tous les 
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filets sont des cônes très déliés, ayant le point pour sommet. Les 
sections <t d^un filet sont alors homothétiques et leurs aires varient en 
raison directe des carrés de leurs distances au centre d'^actionO, de 
sorte que si «y et <s^ sont les sections d'un filet, faites à des distances r 
et ^^ de ce centre, on a : 

a ai 

154. Comment les électriciens évaluent pratiquement 
la force d'un champ. — En général, les lignes de forces d'un 
champ ne font connaître, en chaque point, que la direction et le sens 
du champ, mais n'apprennent rien sur sa grandeur. Mais quand il 
s'agit de champs formés par des points fixes en nombre quelconque 
exerçant des actions inversement proportionnelles aux carrés des dis- 
tances, ce qui est, en particulier, le cas des champs électriques, ma- 
gnétiques et électro-magnétiques, il résulte d'un théorème de Gauss, 
dont la démonstration d'ailleurs très simple nous éloignerait trop de 
notre sujet, que si on envisage un filet de force quelconque, qu'on 
désigne par <t et (^^ deux quelconaues de ses sections, par H et H4 les 
champs correspondants, on a : 

Sur un même filet le chcunp varie donc en raison inverse de 
la section du filet. 

Pour un centre d'action unique, le fait se vérifie immédiatement, 
puisqu'aux distances r et r^ de ce centre, les champs H et H^ sont 
par hypothèse, inversement proportionnels aux carrés de r et de r^, 

soit : 

H r2 = H. ri^ 

ce qui, en vertu de l'équation de la fin du § précédent, équivaut à : 

H a = H. a, (A) 

La propriété est générale. Prenons, par exemple, sur le dia- 
gramme de la figure 37, un filet déterminé par une section a6 = (r. 
On voit que dans le plan Y'O Y normal au papier, cette section est 
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devenue a 6© et s'est élargie beaucoup. Donc, d'après (A), le 
champ a beaucoup diminué dUntensité. Prenons dans ce plan une 
aire a/S = ab = a. Le filet déterminé par cette aire a|3 est bien plus 
raince que celui pris avec la même aire au point a plus près du pôle 
?(ord.G'estce que les électriciens expriment en disant qu'il passe plus 
de lignes de forces à travers Paire a b qu'à travers son égal a /3 et le 
champ est proportionnel au nombre des lignes de forces qui 
passent par une aire donnée <j choisie une Jois pour toutes. Cela 
revient à dire qu'il est inversement proportionnel à l'aire d. C'est la 
traduction, en langage pratique, de l'équation (A). 

A gauche du pôle N et à droite du pôle S, on voit que les filets de 
forces s'élargissent rapidement, ce qui veut dire que, dans ces régions 
extérieures à Taimant, le champ diminue rapidement. 

155. Sur les forces qui n'ont pas de champ. — Ce qui 

caractérise les forces d'un champ, c'est que le champ H est déterminé 
en grandeur, direction et sens en chacun de ses points. Il s'ensuit 
que chaque fois qu'un mobile repassera au môme point du champ, il 
y sera sollicité par la môme force, quelle que soit sa vitesse. Un boulet 
de canon qui passe en un point éprouve de la terre la môme attraction, 
c'est-à-dire a le môme poids que s'il passait sans vitesse en ce point- 
Mais il y a beaucoup de circonstances où la vitesse intervient. Un paque- 
bot qui passe deux lois en un môme lieu de l'Océan, dans des conditions 
identiques au point de vue de Tétat de TOcéan, mais qui marchera 
la seconde fois deux fois plus vite, éprouvera de la part de Teau une 
résistance quatre fois plus grande, la résistance qu'oppose un fluide 
à un corps qui s'y meut étant sensiblement proportionnelle au carré 
de la vitesse du corps. Dans des cas semblables, il n'y a plus de 
champ, puisqu'on ne peut plus assigner à l'avance la force qui sollici- 
tera un mobile de passage en un point, cette force pouvant, en un 
point donné, avoir les valeurs et les directions les plus différentes 
suivant la grandeur, la direction et le sens de la vitesse avec laquelle 
le mobile y passera. 
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156. Résistances passives. — Il y a des forces qui sont tan- 
tôt motrices, tantôt résistantes. Ainsi, la pesanteur est évidemment 
résistante pour un mobile qui ascensionne et motrice à la descente 
et cela est bien conforme au théorème établi au § 135. Pendant une 
montée suivant quelque courbe qu'elle se fasse, la vitesse fait un 
angle obtus avec la verticale descendante c'est-à-dire avec la pesan- 
teur, tandis qu'à la descente, l'angle est aigu. 

Toute force d'un champ restant la môme, quelle [que soit la vi- 
tesse du mobile qu'il actionne, si le mobile passe deux fois en un 
môme point avec des vitesses de sens contraires, la force est motrice 
à Tun des passages et résistante à l'autre. 

Il y a des forces dépendant de la vitesse qui sont dans le même 
cas. 

Ainsi, le courant d'une rivière est, pour un bateau, une force^mo- 
trice à la descente et une résistance à la montée. 

A la mer quand on tire des bordées, les courants et le vent restent 
(§ 135) favorables ou moteurs tant qu'on s'arrange pour que leur 
direction fasse un angle aigu avec la direction de marche ; ils devien- 
nent des résistances dans le cas contraire. 

Mais il y a des forces qui sont toujours résistantes. Supposons un 
bateau en station sur un lac parfaitement tranquille. Rien ne 
le sollicite dans une direction plutôt qu'une autre. Mais qu'on 
veuille le déplacer dans une direction quelle qu'elle soit, immédiate- 
ment il naît une résistance au mouvement qu'on veut produire. Si 
on essaie de produire le mouvement en sens, contraire, c'est encore 
une résistance ; la force née du mouvement change de sens de façon 
à rester opposée au nouveau mouvement qu'on tente, aussi bien qu'elle 
l'était au premier. 

De môme, si on pose un corps pesant sur un plan horizontal, il 
n'a de tendance à marcher dans aucune direction; mais qu'on veuille 
le déplacer dans quelque direction que ce soit, on éprouve une résis- 
tance d'autant plus grande que les surfaces en contact (la surface du 
plan liorizontal et celle par laquelle le corps repose sur lui) sont 
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plus rugueuses. Si on essaie de le déplacer en sens inverse, la résis- 
tance change de sens, de manière à s'opposer encore au mouvement. 

Il en est de môme si on veut faire tourner une roue sur son essieu. 
Dans quelque sens qu'on veuille laire la rotation, une résistance naît 
au contact de la roue avec l'essieu, résistance d'autant plus grande 
que les surfaces en contactsont moins polies ou moins bien graissées. 

Ainsi, la nature nous offre deux espèces de forces bien distinctes : 

1** Celles qui, comme les forces d'un champ ou le courant d'une 
rivière agissent toujours dans le môme sens de sorte que si elles sont * 
résistantes ou défavorables pour un mouvement, elles deviennent 
motrices ou favorables pour le mouvement inverse. 

2* Celles qui n'existent pas tant qu'on ne cherche pas à déplacer 
les corps, qui, par conséquent, seraient impuissantes à faire elles- 
mêmes passer un corps du repos au mouvement, qui naissent seule- 
ment quand, par d'autres forces, on essaie de produire le mouvement 
et qui se dirigent toujours de façon à s'opposer à ce mouvement au- 
tant qu'il en est leur pouvoir. Ces forces se nomment des résistances 
passives. 

Ce sont elles qui font que tous les mouvements que nous produi- 
sons finissent par s'arrêter, malgré la tendance que l'inertie de la 
matière aurait à les perpétuer. Ce sont elles qui, pour entretenir des 
mouvements qui s'entretiendraient d'eux-mêmes en vertu de l'iner- 
tie, nous obligent à des dépenses considérables de graissage, forces 
motrices ou autres. 

Ainsi, un train de chemin de fer une fois lancé à sa vitesse nor- 
male sur un plan parfaitement horizontal conserverait cette vitesse 
indéfiniment sans ces résistances passives appelées frottements qui 
naissent au contact des essieux et de leurs fusées, et généralement au 
contact de tous les organes mobiles de la locomotive et des véhicules, 
forces qu^on cherche à atténuer parle graissage, et aussi de celles qui 
naissent au contact des roues et des rails qu'on cherche à atténuer en 
rendant les rails et la voie aussi rigides que possible ; enfin de celles 
qu'oppose la résistance également joa55/c?e de l'air. 
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Exercices. 

1) La terre étant supposée sphérique et son rayon a étant : 

a = 6 871 108 mètres 

quelle serait sa masse en unités C. G. S. si elle était tout entière en 
eau? 

2) Sa densité moyenne étant 5,5 celle de Peau étant prise pour unité, 
quelle est sa masse effective en unités C. G. S. ? 

3) Quelle est, avec les mêmes unités, la valeur du coefficient de Pat- 
traction universelle (§ 143) : . 

4) Quelles sont les dimensions de^? 

5) Quelle est sa valeur en prenant pour unités fondamentales le 
mètre, la seconde, le kilogramme-poids? 

6) Quelle est en dynes la valeur de Pattraction entre deux points 
de masses m et rn! placés à la distance S exprimée en millionièmes 
de millimètre, par : 

8=:2 et S= A. 



L. 



CHAPITRE XIII 



RECHERCHES DES LOIS QUI RÉGISSENT 
LES FORCES D'APRÈS LES MOUVEMENTS 

QU'ELLES PRODUISENT 
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rectiligne. — 464. Force produisant le mouvement rectiligne uniformément varié — 462. 
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harmonique à l'aide de la force. — 464. (*) Cas ou la loi trouvée est insuffisante. ^465. 
Loi des forces produisant les mouvements harmoniques avec coefficients d'extinction. — 466. 
Sur la résistance passive qui produit l'oxtinctiou.— 467. Loi de la force produisant un mouve- 
ment circulaire uniforme. — 468. Pesanteur do la Lune. — 469. Loi do la gravité. — 470. 
Sur la découverte de la gravitation universelle. 



157. Equations en termes finis et équations différentiel- 
les d'un mouvement rapporté à des axes de coordonnées. 

— Les équations qui définissent un mouvement par rapport à un sys- 
tème de trois axes de coordonnées orthogonales ou obliques sont de 
la forme. 

X^f(t) tJ^Ji(t) Z:rrf.,(t) (I) 

o 'i les seconds membres sont des fonctions uniformes et continues du 
«•mps. Ce n'est que quand on connaît ces seconds membres qu'un 
mouvement est complètement défini. Chacune d'elles représente (§ 104) 
la projection du mouvement sur l'un des axes de coordonnées. On en 
déduit (§ 105) pour les composantes de la vitesse V : 

Vx-:x' Yy^y \..:.:l' (2) 

et (8 107), pour les composantes de l'accélération J . 

J^=Y-^ = X" Jy=Tyr=y" J,=zV',r^«" 



(*) Le reste de ce chapitre, sauf le § 'l 67, est donné à titre d'exercices. 



- 204 - 

et, par suite, pour les composantes de la force F, en projetant Péqui- 
pollence : 

successivement sur les trois axes : 

m.r" :r:Fx my"—ly . mz"—Fz • (3) 

ou: 

m\'jc=Fa: my'y^Fy mV'z=^Fz W 

Les équations (3) ou leurs équivalentes (4) et (2) se nomment les 
équations différentielles An mouvement, puisqu'elles ont lieu entre les 
dérivées des coordonnées ou des composantes delà vitesse et, par oppo- 
sition, les équations (1) qui définissent directement et complètement 
le mouvement se nomment ses équations en termes finis ou simple- 
ment ses équations. 

158. Les deux problèmes généraux de la Dynamique 
du point. — Ces équations permettent de résoudre les deux pro- 
blèmes inviTses que voici : 

1°) On connaît, par l'observation ou autrement, le mouvement 
d'un point matériel. On demande de déterminer la loi qui régit la 
force capable de produire ce mouvement. 

2**; Inversement, on donne les lois auxquelles obéissent les forces 
appliquées à un point matériel libre et on demande de définir le 
mouvement du point. 

Ce dernier est de beaucoup le plus important, le plus difficile 
aussi. Mais le premier se présente aussi fréquemment dans les sciences 
d'observation. Les lois d'un mouvement peuvent être connues empi- 
riquement par l'observation et il peut être utile d'en déduire la loi de 
la force correspondante. L'ingénieur, de son côté, peut le rencontrer. 
Quand on projette une macbine, on impose» à cbaque point du méca- 
nisme un mouvement déterminé, le plus souvent rectiligne ou circu- 
laire et il est nécessaire de connaître la force à appliquer au point 
pour que le mouvement prévu se réalise. 
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Ce problème est, en principe, plus facile que celui qui consiste à re- 
monter des lois de la force à celles du mouvement. Dans ce dernier, 
il y a à effectuer des opérations de calcul intégral^ dont la plus 
simple, celle qui consiste à remonter d'une fonction à la fonction pri- 
mitive n'est elle-même résolue rigoureusement que dans un petit 
nombre de cas; dans le premier, au contraire, il n'y a que des dé- 
rivées à prendre, ce qui est toujours réalisable. Nous allons indiquer 
comment il se pose et en donner quelques exemples simples. 

159. Le premier problème. — Supposons qu'on se donne les 
équations d'un mouvement rapporté à trois axes de coordonnées. 

a:=/*(0 y=AW z=f.(t) 

et qu'on demande les composantes de la force F capable de produire 
ce mouvement. On a immédiatement : 

Yx—mx"—mf'{t) Yy—my"^mf"{t) Yz^mz"z-.mr{t) 

Le problème est ainsi résolu ou du moins il semble l'être. Il ne 
l'est pas au point de vue de la loi qui régit la force F, s'il s'agit d'uncî 
loi naturelle à découvrir. En effet, dans ce cas, il ne sert de rien de 
connaître la force à chaque instant. Le temps n'entre jamais explici- 
tement dans l'expression d'une loi naturelle, par la raison que ces lois 
sont immuables. Si un point se retrouve à diverses époques dans des 
circonstances identiques, c'est-à-dire dans la même position et avec la 
môme vitesse, la force qui le sollicitera sera identique ; autrement, 
la nature serait capricieuse. C'est donc en fonction de la position et 
de la vitesse du mobile qu*il faut exprimer la force pour avoir les lois 
immuables qui la régissent. 

Et, à cet égard, on sait à l'avance par la nature de la] question, 
si la force à chercher est^de celles qui admettent un champ de forces 
(§ 148), c'est-à-dire si elle ne varie qu'avec la position du mobile ou 
si elle dépend aussi de la vitesse, comme c'est le cas notamment pour 
les résistances passives (§ 156). 

Quelques exemples indiqueront comment se pose la question. 



160. Des diverses espèces de forces capables de pro- 
duire tm mouvement rectlllgne donné. — Supposons d'abord 
qu'il s'agisse de mouvements rectilignes. On sait alors que Puccéléra- 
et, par suite, la force sont dirigées suivant la droite par- 
>it donc : 

*-A0 (I) 

lent donné. La vitesse sers : 

x^nt) (2) 

V=^mx"=mr{t) (8) 

mine t entre la première et la troisième, on aura une ei- 
; la forme : 

F=nit(x) (4) 

pression peut représenter une loi naturelle. Elle indique 
loit varier la force F avec la distance x du mobile à un point 
. l'origine des distances pour que le mouvement (1) seréa- 
m sait que la force ne dépend pas de la vitesse, c'est là 
n cliercbée. 

l'absence de toute donnée à cet égard, ou pourrait aussi 
er t entre les équations (2) et (3) et on aurait : 

F— in^.(.c') 

It aussi représenter une loi neturelle. Elle indiquerait la loi 
uelle la force doit varier avec la vitesse du mobile pour 
vement se réalise. 

rait même, en faisant entrer dans F à la fois l'abscisse a: et 
■' obtenir une infinité de lois de forces produisant toujours 
ent donné. Mais si, au lieu d'un mouvement unique, l'équa- 
Pinit une classe de mouvements (comme, par exemple, les 
Is de tous les astres) susceptibles d'Ctn^ tous produits par 
>bèissant à une loi commune, alors ou Pindétermi nation 
nature physique du problème indique la loi la plus sini- 
suite, la plus probable qu'il convient d'adopter. 
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161. Force produisant le mouvement rectlllgne uni- 
formément varié. — Supposons qu'on demande la force capable 
de produire un mouvement rectiligne uniformément varié. 

Là, il n'y a pas de doute. L'accélération x' est constante. Donc, 
il n'y a qu'une force constante en grandeur, direction et sens qui 
puisse produire un mouvement uniformément varié. 

162. liOi de la force produisant les mouvements har- 
moniques. — On demande la loi qui régit la force capable de pro- 
duire tous les mouvements harmoniques de même période repré- 
sentés par Péquation : 

.r=A8inn(+Bcosn* 

quelles que soient A et B. On trouve : 

«'^^[Acosn*— Bsinni] 
F=mx" =— »^[A sinn< + Bcosn<] 

Il n'y a qu'une solution : 

Il n'y a qu'une force capable de produire tous les mouvements 
harmoniques d'une même période : c'est une force attractive va- 
riant en raison directe de la distance du mobile à un point 
pie. 

163. Discussion du mouvement harmonicpie a l'aide 
de la force . — Cette loi nous explique bien l'allure que nous con- 
naissons déjà d'un mouvement harmonique. Soient (fig. 38) Ao 



A^ A t; F, a a^ 

Fig. SB. 

et A^, les extrémités de l'oscillation et son milieu ; x l'abscisse du 
mobile dans une position quelconque A. La force 
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est toujours attractive, c'est-à-dire dirigée vers le centre réel ou fic- 
tif d'attraction 0. Donc, de quelque côté de que se trouve le mo- 
bile, la force est dans le sens du mouvement et, par conséquent, 
motrice (§ 135) toutes les fois que le mobile va de l'une de ses extré- 
mités Ao ou A| de sa course vers le point ; donc, dans ces mouve- 
ments A'^ approche vers 0,1e mouvement est toujours accéléré et c'est 
en que la vitesse est toujours maximum. Au contraire, quand le 
mobile s'éloigne de pour aller vers l'une des extrémités, la force F 
qui est toujours dirigée vers est opposée à la vitesse, c'est-à-dire 
résistante ; le mouvement depuis vers chaque extrémité est 
donc toujours retardé et, à chaque extrémité, la vitesse qui était 
maximum en s'annule en changeant de signe. 

164. Cas où la loi trouvée est Insuffisante. — Nous 
avons dit (§ 147) que cette loi et, par suite, les mouvements harmo- 
niques qui en sont la conséquence se rencontrent dans une foule de 
questions de Mécanique ou de Physique. Nous avons cité notamment 
le cas des petites oscillations du pendule dans le voisinage de la ver- 
ticale ou ceux de l'extrémité d'un ressort peu dérangé de son état 
naturel. 

Mais la loi n'est alors qu'approchée, d'autant plus approchée que 
les dérangements sont plus faibles. Si elle était exacte, les mouve- 
ments harmoniques se produiraient rigoureusement et comme ces 
mouvements sont périodiques, c'est-à-dire qu'ils ne s'affaiblissent ja- 
mais, il s'ensuivrait qu'un pendule dérangé de la verticale ou un res- 
sort dérangé de son état naturel et une foule de systèmes ou de mi- 
lieux fluides ainsi faiblement dérangés de l'état de repos oscilleraient 
indéfiniment et toujours de môme. 

C'est le contraire que nous voyons et il faut souvent tenir compte 
du fait réel qui consiste en ce que les oscillations deviennent de 
moins en moins amples et finissent par s'éteindre. 

165. Loi des forces produisant les mouvements har- 
moniques avec coefficients d'extinction. — On y parvient 
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et on serre ainsi la nature de bien plus près, en prenant, au lieu 
d un mouvement purement harmonique : 

un mouvement dont Péquation est : 

x=ae Bin(n*— ç) (1) 

Le nombre e est la base des logarithmes népériens et a est une 
grandeur généralement petite et essentiellement positive qui s^appelle 
le coefficient d^extinction du mouvement harmonique. Pour a==o on 
retrouve le mouvement harmonique. Mais, pour a>o et t=<x> on a 
5?zzo, ce qui indique que le mouvement s'éteint. 

Si on remplace t par : 

k étant entier, le sinus ne change pas ; mais Pabscisse x est multi- 
pliée par : 

— 2kts a 

e 

n 

qui, pour un nombre suffisant k de périodes — devient aussi petit 

qu^on le veut. Le diagramme du mouvement (§ 50) au lieu d'être formé 
de sinusoïdes identiques se reproduisant périodiquement est formé 
de lignes sinueuses de plus en plus aplaties, indiquant que le dépla- 
cement devient de plus en plus insensible. 

A présent quelle est la force capable de produire un tel mouve- 
ment? 

Pour le savoir, calculons en la vitesse v:=:x et Paccélération x' 
d'après son équation (1), ce qui donnera la force ¥=:mx" 

Observons que la phase o ne change pas la nature du mouvement 
(§ 50) ni, par suite, la force. Nous pouvons donc simplifier un peu les 
écritures au profit de la clarté, en faisant ^z^o^ce qui donne : 

x=:ae~^ smnt (2') 

14 



k 

l 
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Par suite. 

v=^x'=r.ae~^ l — oLsinnt+ncosni] (3) 

On tire de (2') et (3). 

ae~^ siunt=x 

nae cosnt=^v+otœ 

d'où: 

F— — m(n^ — «^ x—2moL {v + olx) 

ou: 

F^^ — 77i(n* + a2)a; — 2map 

166. Sur la résistance passive produisant rextinction.— 

Si le coefficient d^extinction a est nul, nous retrouvons la force : 

F- —mn^x 

dirigée constamment vers le centre d^attraction et proportionnelle 
à la distance du mobile à ce centre. Si a est différent de zéro, la force 
F susceptible de produire le mouvement se compose de deux parties, 
l'une, 

F," — m(n3-f-aa)a? 

qui est encore dirigée toujours vers le point et proportionnelle à 
la distance du mobile à ce point, mais avec un coefficient plus ou 
moins différent de — nm^ suivant la grandeur de «; l'autre : 

Fa^— — 2moLv 

est de nature toute différente. Au lieu de dépendre de .r, c'est-à-dire 
de la position du mobile, elle dépend de sa vitesse. De là, entre ces 
deux forces partielles, des effets absolument différents. La force F, 
étant dirigée vers le point 0, quel que soit le sens du mouvement 
est(§ 163), tantôt motrice, tantôt résistante. La force Fo, au con- 
traire, dépend de la vitesse de façon à lui être toujours opposée. 
Elle est donc toujours résistante. Elle est nulle pour cmo. A elb 
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seule, elle serait donc impuissante à produire le mouvement et quand 
le mouvement est né de par la force F^, elle tend toujours à le ralentir. 
Elle a le caractère que nous avons reconnu (§ 156) à toutes les résis- 
tances passives. C'est elle qui finit par éteindre le mouvement que 
la force F, , si elle était seule, entretiendrait toujours. 

167. I^oi de la force produisant un mouvement circu- 
laire uniforme. — Nous avons vu (§ 134) que, quel que soit le mou- 
vement d'un point matériel libre, la force F qui le sollicite peut être 
décomposée en deux : Tune F, tangente et l'autre Fn normale à la 
trajectoire. La première a pour expression : 

m étant la masse et Y' la dérivée par rapport au temps de la vitesse 

V du mobile ; la seconde a, dans le cas du mouvement circulaire, 

l'expression : 

va 

Fn=OT^ 

R étant le rayon du cercle décrit : 

De la première qui est générale, résulte cette conséquence : la 
force capable de produire un mouvement uniforme suivant n'importe 
quelle trajectoire doit être constamment normale à cette trajectoire. 
Car^ dans le cas où la vitesse V conserve une valeur fixe Vo, sa déri- 
vée T est nulle, ce qui annule la composante tangentielle F, et ré- 
duit la force totale F à sa composante normale. Donc, la force F ca- 
pable de produire un mouvement circulaire uniforme de vitesse 
Vo sur un cercle de rayon R est constamment dirigée suivant le rayon 
du cercle, vers le centre (§ 92) et, a pour grandeur constante : 

168. Pesanteur de la Lune. — La lune décrit autour de la 
terre, pendant chaque mois lunaire, une orbite fort complexe sous la 
double influence des attractions de la Terre et du Soleil. Mais, pour 
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le but que nous poursuivons ici, nous pouvons négliger Taction so- 
laire et assimiler Torbite à une circonférence. Ainsi, nous admettons 
que la Lune décrit autour de la Terre un mouvement circulaire uni- 
forme de rayon R et de vitesse V^ sous l'action de • l'attraction ter- 
restre, c'est-à-dire sous Taction du poids même de la Lune. Si m est 
la masse de Tastre et si la gravité était la même à la distance de la 
Lune qu'à la surface de la Terre, son poids serait mg. Mais a priori 
il est à supposer que Tattraction terrestre décroît quand la distance 
augmente, qu'ainsi la gravité à la distance de la Lune» doit être plus 
petite que près de la Terre. Désignons la par g\ en sorte que le poids 
de la Lune est m g\ et c'est là la force F qui lui fait décrire son or- 
bite. Donc, en vertu de l'équation ci-dessus, en supprimant le facteur 
m commun aux deux membres, on a : 



9 



II 



Cette égalité permet de calculer g\ 

En effet, le rayon R de l'orbite lunaire ou la distance moyenne de 
la Lune au centre de la Terre est environ 60 fois le rayon moyen a de 
la terre. 

Donc, l'orbite lunaire vaut 60 fois le tour de la Terre. Ce dernier 

est de 40.000 kilomètres ou 40x10^» mètres. Donc, la première 

est * 

60X40X10» mètres 

La Lune fait sa révolution dans le mois lunaire qui est de : 

27J 7\48-— 39313- = 39343 X 60 secondes 

La vitesse Vo de la Lune en mètres par seconde est donc : 

,, _602<40X10;[_^X10^«__ 
**"" 39343X60 ^ 39343 — "^"^^ »^^ 

soit un peu plus d'un kilomètre par seconde. 
On a donc 
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Si T est la durée de la révolution 2ct : 



g =-^R=^X2niK=: — jp — X2CTa 



ou: 



^ "" (89848)^X60^ 4V aiu- 

ou: 

^'=i0",0027 

Ainsi ^ tandis qu'un corps qui tombe librement à la surface de la 
terre a une accélération . 



^=9",8088 
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ou tombe de -^ =4°,9054 dans la première seconde de sa chute, un 

corps qui serait à la distance de la Lune ou la Lune elle-même, n a 
qu une accélération de 0°,0027 ou tombe en une seconde de O^^^OIS, 
d^un peu plus d'un millimètre. On a donc : 

soit environ 3600 = — j- en appelant a le rayon de la terre. 

169. Loi de la gravité. — Ainsi, la gravité ou attraction de la 
Terre varie en raison inverse du carré de la distance à laquelle elle 
s'exerce. 

170. Sur la découverte de la gravitation universelle . — 

C'est précisément en résolvant un cas du problème général qui fait 
l'objet de ce chapitre que Newton a établi la loi de la gravitation uni- 
verselle que le fait qui vient d'être établi relativement à la gravité 
terrestre, fait qu'il a lui-même découvert, lui faisait prévoir. Ce 
problème a ainsi dans l'histoire et l'établissement des bases de 
la Mécanique et, par voie de conséquence de toute la Physique 
moderne ou de toute la Philosophie naturelle ^sélonune expression 
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newtonnienne religieusement conservée en Angleterre, un rôle si 
primordial que cela seul suffirait à justifier que nous en ayons som- 
mairement indiqué l'esprit. 

Le problème newtonnien lui-même est aujourd'hui devenu clas- 
sique. Cependant, il sortirait du cadre élémentaire de cet ouvrage. 
?[ous nous bornerons à en résumer la substance. 

Kepler, à la suite d'une discussion poursuivie pendant vingt ans 
des observations de Tycho-Brahé et des siennes a fourni les trois lois 
d'observation qui portent son nom. 

1**) Les planètes décrivent autour du soleil des ellipses dont le so- 
leil occupe l'un des foyers ; 

2") Les aires décrites par le rayon vecteur allant du soleil à chaque 
planète sont proportionnelles aux temps employés à les décrire ; 

S**) Les carrés des temps des révolutions des diverses planètes sont 
inversement proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. 

Le mouvement de chaque planète est ainsi complètement défini. 
On peut donc, par les équations générales du § 157 ou leurs équiva- 
lentes en coordonnées polaires et mieux appropriées, trouver la loi 
qui régit la force capable de produire cliacun de ces mouvements. 

De la seconde loi, Newton a déduit que la force cherchée passe 
constamment par le soleil. De là, il a déduit la pensée que le soleil 
exerce sur chaque planète une action attractive ou répulsive ou que 
du moins tout se passe comme si la vertu d'exercer une pareille ac- 
tion existait. 

Il a supposé une force centrale : 

F = m 7n' <p (r) 

/// et m étant la masse du soleil et celle de la planète et «p (r) une 
certaine fonction de leur distance variable. 

La première loi a montré que la force est toujours attractive et que 
la fonction y [r) est nécessairement proportionnelle à l'inverse du 
carré de la distance, soit : 
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/étant un coefficient constant pourcliaque planète. Enfin, de la troi- 
sième loi, il a déduit que ce coefficient est le même pour toutes les 
planètes. 

Ayant trouvé que la môme loi permettait d'expliquer les mouve- 
ments des satellites autour des planètes, la pesanteur terrestre, le 
phénomène des marées, il a conclu à l'universalité de cette force 
d^attraction entre toutes les particules matérielles de notre système 
solaire. 
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MOUVEMENTS PRODUITS PAR DBS FORGES 
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17i. Comment se pose le problème. — . i73. Importance des conditions initiales. — 173. 
Mouvemont dû à une vitesse acquise. — 174. Mouvement produit par une force cons- 
tante. — i75. Détermination de la vitesse. — 176. Remarque. — 177. Mouvement d'un 
point pesant dans le vide. — 178. Attraction vers un contre fixe proi)ortioonelle à la 
distance. — 179. Répulsion proportionnelle à la distance. — 180. Recherche graphique 
approchée du mouvement produit par des forces quelconques. — Corollaires de cette cons- 
truction. 

Exercices. 

171. Gomment se pose le problème. — Dans le problème 
qui fait Pobjet du chapitre précédent on se donne les équations en 
termes finis d'un mouvement : 

x=-r{t) y = fAt) z = fAt) (1) 

et Pon demande de déterminer les composantes Fa? F^ F^ de la force, 
définies par les trois équations différentielles (§ 157) 

fnx"=:Fjc my"=iFp mz" = F2 (2) 

Il suffit pour cela de prendre les dérivées des fonctions données 
x^ y, ^, du temps, problème facile en soi et bien déterminé. 

Ici, au contraire, on se donne les expressions des composantes 
Fx, Fj, Fr, de la force et il s'agit, des équations (2) ou do leurs 
équivalentes : 

m V ., - P^ m V V = F^ m V, = Fj ) .^. 

X -: V^ y =zVy z^ V, j t^^ 

de remonter aux équations (1). Les inconnues ici sont donc les coor- 
données x^ //, j, considérées comme fonctions de la variable indc* 
pendante t. Ces inconnues entrent dans les premiers membres des 
équations (2) par leurs dérivées secondes. De plus, la force F n'est 
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pas donnée directement en fonction du temps c'est-à-dire de la 
variable indépendante, bien qu^en thèse finale, elle puisse, comme 
tous les éléments du problème, s'exprimer à Taide de cette seule va- 
riable. Mais, elle est, en général, donnée sous forme de fonction 
composée de plusieurs fonctions du temps. SHl s'agit (§ 155) d'une 
force admettant un champ de forces, les composantes Fa?, F^., F^, seront 
données en fonctiondulieuquiestinconnuc'est-à-direà l'aide des trois 
fonctions inconnues cT,^, ^, ou de deux, ou de l'une d'entre elles. Dans 
d'autres cas, elles pourront encore varier avecles composantes a?', y\ 
s' de la vitesse. Donc, dans les équations (2) entrent non seulement 
les dérivées secondes des fonctions inconnues, mais encore le plus 
souvent les inconnues elles-mêmes et parfois leurs dérivées premières. 
Dans ces conditions, remonter des équations aux fonctions primi- 
tives inconnues est une opération de calcul intégral des plus ardues. 
En outre, chaque fois qu'on remonte d'une dérivée à la fonction pri- 
mitive on introduit une constante arbitraire. Et comme ici trois fonc- 
tions inconnues entrent par leurs dérivées allant jusqu'au second 
ordre, on peut prévoir que la solution générale comportera six 
constantes arbitraires. Aussi, le problème qui consisterait à chercher 
le mouvement connaissant uniquement l'expression de la force serait 
très indéterminé. 

On comprend a priori qu'il doive en être ainsi. Il est clair en effet 
qu'il ne suffit pas de savoir qu'un mobile obéit à la pesanteur ou à 
telle autre force pour que l'on puisse assigner sa position à chaque 
instant. J'abandonne un mobile pesant sans vitesse en un point Ao ; 
il tombera suivant la verticale de Ag. Je l'abandonne, de même, en un 
point voisin Bo ; il suivra la verticale de B^. Et pourtant, dans les deux 
cas, il a obéi à la même force : la pesanteur. Il est donc bien clair qu'il 
ne suffit pas de se donner la force; il faut encore se donner le 
point de départ, ou comme on dit, la position initiale du mobile. 

Mais cela même ne suffit pas. J'abandonne un mobile pesant en 
A^ sans vitesse; il suivra la verticale. Je le lance avec une bouche à 
feu, à partir du même point; il suivra une route très différente. Et 
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pourtant dans le second cas, aussitôt sorti de la bouche à feu, il a 
obéi à la même force que dans le premier, toujours la pesanteur. 
Donc, il faut encore se donner la vitesse initiale en grandeur, direc- 
tion et sens. 

Si la Lune était un seul instant sans vitesse, elle tomberait sur 
la terre en vertu de son poids, au lieu de suivre sa trajectoire. 
Ainsi, c'est avec raison que les équations de la mécanique laissent le 
problème indéterminé quand on ne se donne que les forces. Le pro- 
blème doit se poser ainsi : 

Etant données : 

1** La loi qui régit lajorce ou les lois qui régissent les différen- 
tes Jorces agissant sur un point matériel; 

2^* La position et la vitesse initiales du point ^ déterminer sa 
position à chac/ue instant. 

De cette façon le problème est complètement déterminé. En effet, 
si on ne se donne que la force ou la donnée 1", la solution générale 
comportera six constantes arbitraires. Si on exprime ensuite qu'à 
Pinstant initial, les trois coordonnées et les composantes de la vitesse 
doivent avoir des valeurs données, cela fait six conditions qui déter- 
minent les six constantes arbitraires. 

172. Importance des conditions initiales. Balistique. — 

On ne saurait trop insister sur Pimportance des conditions initiales. 

En en tenant compte à mesure qu'on avance dans la solution des 
problèmes, on arrive souvent à simplifier considérablement les résul- 
tats et à trouver la solution particulière qui convient à des conditions 
initiales simples, alors même qu'on ne saurait pas trouver la solution 
générale avec ses six constantes arbitraires. 

D'autre part, au point de vue pratique il y a toute une branche de 
la mécanique appliquée qui est basée sur l'effet des conditions ini- 
tiales : c'est la Balistique^ ou science des projectiles. Elle se divise 
en deux parties : la Balistique intérieure dont l'objet est d'utiliser la 
force de la poudre de façon à créer, au sortir de la bouche à feu, la 
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plus grande vitesse initiale possible et la balistique extérieure qui a 
pour objet d'examiner à quelle distance cette vitesse initiale portera 
le projectile, malgré la pesanteur qui tend constamment à le rappro- 
cher du sol et malgré la résistance de l'air qui tend constamment à 
diminuer cette vitesse initiale. 

L'artilleur ne dispose pas de la pesanteur ; elle est ce qu'elle est. 
Il ne dispose pas non plus de la résistance de Pair bien qu'il puisse, 
dans une certaine mesure, en diminuer la valeur en affinant conve- 
nablement les projectiles. Mais ce dont il dispose, c'est la vitesse ini- 
tiale grâce à la perfection de plus en plus grande apportée à la fabri- 
cation des matières détonantes et des armes à feu. On peut donc 
dire que toute la science de l'artillerie vient du rôle capital des cir- 
constances initiales dans le mouvement des corps. 

Non seulement la lune tomberait sur la terre, mais la terre et tou- 
tes les planètes avec leurs satellites tomberaient sur le soleil sans 
les grandes vitesses initiales qui leur ont été départies. 

La force elle-même passe parfois au second plan devant l'effet de ces 
grdndes vitesses, tant cet effet est persistant et c'est le principe de 
l'inertie de la matière qui, à la fois, proclame cette persistance et est 
confirmé par elle. 

173. Mouvement dû à, une vitesse acquise. — Considé- 
rons un mobile à un instant quelconque où sa vitesse est V. Si, à 
partir de ce moment, la force qui le sollicite venait à être brusque- 
ment supprimée de façon que le mobile fût livré à lui-môme, en 
vertu de son inertie il conserverait indéfiniment en grandeur, direc- 
tion et sens la vitesse V. Il suivrait donc la tangente à la trajectoire 
avec cette vitesse. Ce mouvement rectiligne et uniforme suivant la 
tangente se nomme le mouvement du à la vitesse V acquise par le 
point à l'instant considéré. Nous avons à examiner maintenant com- 
ment la force va agir pour modifier sans cesse la vitesse acquise que 
l'inertie tend à conserver. 

174. Mouvement produit par une force constante. — 
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Le meilleur moyen de le voir est do considérer d'abord la force la 
plus simple possible : une force F constante en grandeur, direction 
et sens que, pour simplifier, on appelle force constante. 

Théorème. — V Si un mobile de masse m est abandonné sans 
vitesse initiale à une Jorce constante F, celle-ci lui imprimera 

un mouvement uniformément accéléré suivant sapropre direction 

F 

l'accélération du mouvement étant — et le chemin 2 décrit dans 

m 

le temps t étant : 

^^^2S'» 

2<* Si le mobile est ahandonné avec une vitesse initiale Vo de 
direction quelconque^ sa position^ à un instant quelconque t^s'ob^ 
tiendra en composant^ suivant la règle du parallélogramme des 
vecteurs, le chemin z ci-dessus défini avec le chemin. 

qui serait dâ à la vitesse acquiseMo- 

Pour le démontrer, rapportons le mobile à troix axes de coordo- 
nées ayant pour origine la position initiale Ao du mobile (fig. 39] Taxe 
des s étant A^ Z, parallèle à la force F et de même sens qu'elle, l'axe 
des X étant pris dans le plan Z Ao Vo mené par la vitesse initiale Vo 
parallèlement à la direction de la force, la direction de cet axe Ao X|, 
étant provisoirement choisie à volonté dans ce plan, enfin l'axe des y 
étant perpendiculaire à ce plan et non représenté sur la figure. 

Les composantes F a?, F^^, F^de la force F sont ici. 

F^ — Fy — Fz = F = constante. 

Par suite, les équations différentielles du mouvement, prises sous 
la forme 4 du § 134 sont : 

■^ m 

De ce que les dérivées des fonctions V^-, Vr du temps sont nulles 
quelle que soit la valeur de la variable, il s'ensuit que les fonctions 
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ellesrmèmes se réduisent à des constantes. Mais,à Tinstant initial elles 
ont respectivement les valeurs \o x, Vo y composantes de la vitesse 
initiale V^. Donc, elles conservent indéfiniment ces valeurs et Ton a : 



Vx == Vo. 



Vo 




Fig. 39. 



Mais l'axe des ï/ a été choisi perpendiculaire à la vitesse initiale Vo. 
Donc, la composante \ox est nulle et l'on a : 



Va: - V, 



V, 



La dernière montre que la vitesse de la projection du mouvement 
sur Taxe des y est identiquement nulle, quel que soit <, ce qui veut 
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dire que le mobile n^a aucun mouvement en projection sur cet axe, 

c'est-à-dire que le mouvement se fait dans un plan perpendiculaire 

à cet axe ou parallèle au plan des xs. Mais, comme à Tinstant initial 

le mobile est dans ce dernier plan il n'en sortira pas. 

L'équation 

Vx =^ Vo;c — constante 

montre- qu'en projection sur l'axe des ,v le mouvement est uniforme 
avec la vitesse Vox. Et comme à l'instant initial ^ = o le mobile est 
à l'origine des coordonnées, le chemin décrit suivant cet axe dans le 
temps t est : 

X^^Vaxt (7) 

Enfin l'équation : 

F 

V- =:: — = constante 
m 

montre qu'en projection sur l'axe des 2^ lequel a été pris parallèle à 
la force, l'accélération est constante. Donc, le mouvement correspon- 
dant est uniformément varié. Et, comme pour <=o, on a : ^mo el 
y = Voc) son équation est : 

et la vitesse est : 

De là on tire les conclusions suivantes : 
l** Si la vitesse initiale V^ est nulle, on a ; 

L'équation (7) montre qu'on a alors x = o^ c'est-ànlire que le 
mouvement a lieu suivant la force F et de l'expression (8) de ^^ 

on tire alors : 

1 F 

Z - - /2 

^ m 

C'est la première partie de la proposition énoncée ; 

T Si la vitesse initiale Vo u même direction que la force, en la 
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comptant alors positivement ou négativement suivant qu'elle tombe 
dans le même sens que la force ou en sens contraire, on aura : 

L'équation (7) donne encore : 



X 



ce qui indique que le mouvement est encore rectiligne, et son équa- 
tion est : 

1 F 

ce qui indique que le chemin décrit s'obtient en composant le che- 
min : 

1 F 

2 m 

dû à la force agissante en l'absence de vitesse acquise, avec le che- 
min V(,^ dû à la vitesse initiale, la composition ou somme géométrique 
des deux chemins se réduisant, en ce cas, à une somme arithméti- 
que, si Vq est positif et algébrique, si V, est négatif ; 

3' Enfin dans le cas où la vitesse initiale est inclinée sur la direc- 
tion OZ de la force, prenons la direction AoXo de cette vitesse pour 
axe des <r, en sorte qu'on aura : 

Les équations (7) et (8) donnent alors : 

2 m 

ce qui est encore conforme à la proposition énoncée, le mobile A 

étant à l'instant t au sommet du parallélogramme construit sur le 

F 
chemin Ana = Vo^ dû à la vitesse initiale et celui Ao6=l/2— /^ 
" /n 

dû à la force agissant en l'absence de vitesse initiale. 

Corollaire. — Une force constante produit toujours un mouve- 
ment plan ; le mouvement est rectiligne si la vitesse initiale est nulle 
ou de môme direction que la force. 
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Les raisonnements qui précèdent montrent que ce corollaire est 
vrai pour une force de direction constante et de grandeur variable, 
que de plus la position du mobile a un instant t s^obtient, dans tous 
les cas, en composant le chemin V^ ^ dû à la vitesse initiale Vj, avec 
le chemin z qui serait décrit dans la projection du mouvement sur la 
direction de la force si la vitesse initiale était nulle. 

175. Détermination de la vitesse. — Par ce qui précède on 
peut construire la position A du mobile à un instant quelconque à 
Paide de ses coordonnées x Qi z données par les équations (7) et (8) 
Tune parallèle à la vitesse initiale Vq, Tautre verticale. De leurs ex- 
pressions, on tire les composantes de la vitesse Y parallèlement aux 
directions, composantes que nous avions d^ailleurs obtenues directe- 
ment, à savoir : 

m 

Donc, si Ton construit la ligne AWo équipoUente à la vitesse ini- 
tiale AoVo= Vo et que du point Wo on mène la vitesse verticale W© V 

F 

égale à celle — ^, due à la force seule en Pabsence de vitesse initiale, 

on aura la vitesse A Y au point A. 

176. Remarque. — La même construction est naturellement 
applicable à tout point de la trajectoire. 

Mais on pourrait aussi opérer différemment. Si, par exemple, on 
veut trouver la position M et la vitesse Y^ à un instant quelconque 
^ +6 postérieur à Pins tant ^, au lieu de s^appuyer sur la position et 
la vitesse initiales, on pourrait partir de la position A et de la vitesse 
correspondante Y du mobile à l'instant t comme si c'étaient les posi- 
tion et vitesse initiales. On porterait ainsi, sur la vitesse Y, le che- 
min Aa = Y6 dû à l'inertie, puis, sur la verticale de A, le chemin 

IF 
z m 



i 



r 
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I du à Paction de la force F agissant sur le point A supposé sans 

vitesse et, en achevant le parallélogramme Â a' 6' M, on trouverait la 
position M du mobile à Pinstant ^+0* 
Pour avoir la vitesse correspondante V^ on porterait le vecteur MW 

équipoUent à AY = Y et au point W de ce vecteur, on porterait la 

I F . 

vitesse verticale WVj égale à — 6 due à Paction de la force F sans 

vitesse initiale. La ligne MY^ représenterait la vitesse cherchée. 

Connaissant la position M et la vitesse Y| à Pinstant ti=:t+6j on 
pourrait, de même, en déduire la position et la vitesse à un nouvel 
instant ^2 = ^1 + ^i et ainsi de suite. 

Pour le cas de la force constante, cette manière d'opérer n'offrirait 
pas d'intérêt spécial. Mais nous Putiliserons plus loin pour montrer 
comment on peut pratiquement et, d'une façon apjprochée, trouver 
le mouvement dû à une force variable dans le cas où la solution 
exacte est au-dessus des moyens de Panalyse mathématique. 

177. Mouvement d'un point pesant dans le vide. — 

Pour discuter plus complètement le mouvement qui nous occupe, 
supposons, pour fixer les idées, que la force constaïite F soit verti- 
cale et représente le poids du point matériel, en sorte que 

Les équations du mouvement rapporté aux axes AXo et AZ dont le 
premier coïncide avec la vitesse initiale et le second avec la verticale 
descendante sont ainsi : 

m 

i L'équation de la trajectoire s'obtient en éliminant le temps t entre 

î 

1 



ces équations, ce qui donne : 



2Vo2 

C'est l'équation d'une parabole à axe vertical rapportée à un dia- 

15 
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mètre A^Xq. Maiâ la discussion est un peu plus comiùode en prenant 
des axes rectangulaires . Supposons qu'on prenne Thorizontale À«X 
pour axe des x. Soit a Pangle Vo Ao X que la vitesse initiale, c'est-à- 
dire la direction du tir,, si nous admettons qu'il s^agisse du mouve- 
ment d'un projectile, fait avec l'horizontale, cet angle étant compté 
positivement au-dessus de l'axe AoX. On aura alors pour les compo- 
santes de la vitesse initiale 

Vça: = Vo ces « Vos = — Vo siu « 

et les équations (7) et (8) applicables, quel que soit l'axe des x^ 

deviennent 

a? = Vo coB «. < \ 

L'élimination de t donne pour la trajectoire, l'équation 

z ,t«»g. + ^^^-4^,a.» |(9') 

Si on veut avoir la portée du tir, c'est-à-dire la distance AoB à la- 
quelle le projectile retombera sur le sol, il suffit de faire ^=o dans 
l'équation de la trajectoire. On trouve d'abord la solution j? n o, 
puis la solution : 

A Tî Voisin 2 « 
0? = Ao B = 

9 

Si on fait varier l'angle a du tir, on voit que la portée maximum 
s'obtiendra pour sin 2 « = 1 ou a = 45\ Ainsi c'est le tir à 45^ qui 
donne la portée maximum et cette portée a pour valeur 

9 

Quel que soit a^ le point culminant S ou sommet de la trajectoire 
correspond à l'abscisse 

-A.O B . TT Vo^ siû 2 a Vo^ sin a cos « 
« = -_ = AH = -^^— = 

la hauteur correspondante est d'après (9) : 

g 2j7 "^ ig 
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La hauteur maximum a lieu pour « = 90**, c'est-à-dire pour le tir 
vertical et a pour valeur ^ qui se nomme la hauteur due à la vi- 
tesse Vo. 

La vitesse Y, à un instant quelconque, déduite des équations (8) a 
pour composantes : 

ic' = VoC08« / = — V<,Biaa + ^< (10) 

Le carré de cette vitesse est donc : 

V» = a;'« + «'^=::Vo«-2 Voisina.* + ^2^2 

ou: 

ou en vertu de la seconde (8) : 

y^=zYo^+2gz (11) 

qui montre : 

f* Que la vitesse acquise ne dépend que de la hauteur de chute posi- 
tive ou négative et non de la nature de la trajectoire. 

2** Que le carré de la vitesse décroit ou que le mouvement est re- 
tardé de Ao en S, c'est-à-dire quand z décroit de o à — S A, et qu'il 
devient accéléré ensuite. 

3^ Que, dans le parcours A^SB^ chaque fois que le mobile revient à 
une même altitude, il y reprend la même vitesse Y en grandeur; 
qu'en particulier quand il retombe sur le sol en B, soit pour «sr = o, il 
arrive avec la vitesse Y© qu'il avait en partant de A^,. 

Remarque. — Tous ces résultats supposent naturellement que le 
tir a lieu dans le vide et font abstraction du trouble considérable qu'y 
apporte la résistance de l'air. 

Le mouvement d'un projectile, eu égard à la résistance de l'air et 
aussi à sa forme et ses dimensions, a fait et fait encore chaque jour 
Pobjet des travaux- les plus savants de la part des Ingénieurs qui s'oc- 
cupent de balistique extérieure. 



- -• V ., > :^ ^- . 
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178. Attraction vers un centre fixe proportionnelle & 
la distance. — Soit (fig. 40) un point fixe et admettons que ce 
point exerce sur un point mobile A de masse m une attraction qui 
soit à chaque instant proportionnelle & la distance OA entre les deux 
points. On donne la position initiale Ao du mobile et sa vitesse ini- 
tiale Vo et Ton demande de trouver son mouvement. 




Fig, 40. 

Rapportons le mouvement à trois axes de coordonnées ayant pour 
oi^gîne le centre d^attraction 0. Prenons pour plan des ^^ le plan 
Iftétïè par la vitesse initiale Y© et le point 0, pour axe des x la 
droite Ao X qui passe par la position initiale, pour axe des y une 
xlirection provisoirement quelconque dans ce plan et, pour axe des -s^, 
une perpendiculaire au plan X Y. 

Soient x^ y^ z les coordonnées du mobile à Pinstant ^ et F la force. 
Ecrivons les équations dilTérentielles du mouvement (§ 157). 

mx"= ¥x my"= Y y mz"= ¥z 

Ici, en appelant r = OA la distance du mobile à Porigine à Pinstant 
quelconque considéré, on a : 

la force d'attraction qui varie proportionnellement à la distance r 
étant aussi proportionnelle à la masse m du point attiré et à un coef- 
ficient de proportionnalité que nous désignons par n* . Comme la force 
est attractive et dirigée suivant le rayon A on a, que les axes soient 



«■ i >. >• 
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rëctaiiguraires ou non, les proportions : 

— Fj: — Fy —F- F , 

im i=r= ::izr— zniiin' 

X y z r 

Les signes — proviennent de ce que le vecteur F étant dirigé vers 0, 
ses projections sont négatives. 
Donc, les composantes de la force sont : 

Fjc= — mn^x \ 

Fy^ — mn^y > (12) 

Fz=^ — Tnn^z ) 

ce qui donne pour les équations dilTérentielles du mouvement : 

x" =^ — n^x y" =^ — n^y ^"= — n^z (18) 

Il se trouve que, la première ne contient que la coordonnée a? ; la 
•seconde, la coordonnée y ; la troisième celle ^, on sorte que chacune 
d*elles peut être étudiée séparément, ce qui n^est pas le cas habituel. 
Si, par exemple, la force F, au lieu de varier proportionnellement à 
la distance variait en raison inverse du carré de la distance 
comme c^est le cas pour Pattraction des planètes par le soleil, 
on aurait : 

F = 
d^où 






p F^=i mn^x 



r r 



3 



On voit que chacune des trois équations, outre Tune des coor- 
données, renfermerait encore la distance 



r^^^ac^-^-y^-^-z^ 

3 

par sa puissance — ô i ^® V^^ ^^^* ?^® '^^ ^^^^^ équations formeraient 

un système d^équations simultanées d^où Ton ne pouiTait dégager les 
inconnues <r, ^, s qu'en les envisageant d^ensemble ; cette nécessité 
augmenterait notablement la difficulté. 
Mais ici chaque équation telle que 

x"=-'n^x (14) 
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peut être envisagée seule . Elle exprime que, dans la projection du 
mouvement sur Taxe des a?, mouvement rectiligne, Taccélération 
toujours dirigée vers le point varie proportionnellement à Tabscisse 
du mobile fictif qui décrit l'axe des x. Mais nous avons trouvé (§111) 

que n'importe quel mouvement harmonique de période — , quelle 

qu'en soit Pamplitude a et quelle qu'en soit la phase 9, donne lieu pré- 
cisément à une telle équation. Donc, le mouvement harmonique repré- 
senté par l'équation 

a: = a sin (n^ — f 

satisfait à l'équation (14) et cela quelles que soient les constantes 
arbitraires a et f. Elle en est donc la solution la plus générale puis- 
qu'une équation où une fonction inconnue x d'une variable t entre 
par sa dérivée seconde est définie à deux constantes arbitraires près. 

En posant 

— a sîn 7 = A a cos ç = B 

on peut écrire : 

X =: A cos nt + B sm n t (15) 

A et B étant deux constantes arbitraires. 
Et, en effet, de là on tire : 

x=^n [ — A sin » t + B cos n « J 

x" = — w^ [A cos nt + B sin nf] = — n^x 

qui indique bien que l'expression (15) de x satisfait à l'équation diffé- 
rentielle (14), quelles que soient les constantes A et B. 

On trouverait de môme, en désignant par Ai, B| ; A2, B.^ quatre nou- 
velles constantes arbitraires 

y =^Ai cos nt + Bi sinrit (16) 

z zz: A2 cos nt + B2 sin nt (17) 

Telles sont donc, les expressions des troib coordonnées x^ y^ js 
avec six constantes arbitraires. Reste à déterminer ces constantes de 
façon à satisfaire aux conditions initiales qui sont, à savoir, pour t-=o : 

x=^OAo=^Xo y=o z=^o 
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De ce que ;; et ^' sont nuls pour ^ = o, il est facile de conclure que 
la coordonnée s est identiquement nulle et qu'ainsi le mouvement a 
lieu dans le plan des xy^ 

En effet, on tire de (17) : 

c'=n [ — As sin nf-i-B.cos nt\ 

d'où, pour t=^o 

z = A,=a z =' — nBa=o 

soit 

Aa^o B2=o d'où z=^o 

Le mouvement est donc plan et nous n'avons à considérer que 
les équations en x et en y. 
Pour <rro, on a : 

On a de même pour ^=0 

Par suite les équations du mouvement sont 



x=^Xo coB nt A ^sin nt 

n 

y or • - 

y= — ^ Bin nt 
n 



(18) 



Deux cas peuvent se présenter suivant que la vitesse initiale Vo a 
ou non même direction que le rayon vecteur Ao=^o* 
Dans le premier cas 

d'où, pour les équations du mouvement 

y = ^ 

x^=^xo CCS n f + — sin nt 

n 

la vitesse Y» étante en ce cas, comptée positivement ou négativement 
suivant qu'elle est dans le prolongement de OAo ou dirigée vers le 
centre o. 

Le mouvement est rectiligne. 
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C'est un mouvement harmonique reciiligne dont Pamplitude et la 
phase sont faciles à trouver (§ 72), 

Si la vitesse Yo n^a pas la direction de P.axe des x^ nous pouvons 
toujours supposer Taxe des y parallèle à cette vitesse en sorte que 



d'où 



et, pour la trajectoire 



x'r^Xo ces ni 

y = — sinn* 
fi 






qui représente une ellipse rapportée à deux diamètres conjugués, à 
ses axes dans le cas particulier où la vitesse initiale est perpendicu- 
laire au rayon vecteur initial A^. 

Observons encore que des équations (18) on tire pour les compo- 
santes de la vitesse Y : 

x' = n 1 — a?o sin n« + — cos ni j / ,.gv 

y' = Yoy C08 n t ' 

Si on ajoute les carrés des expressions de cT et de — on aura 

r-T+a!^ = Xo^+ -^ = constante 
n* n' 

de même 

n> ' ^ n* 

D*où en ajoutant et observant que 

Sc'i + y'i = \t 

x^ + ^ = r^ 

il vient : 

va +n^r^ = \o^ + n» Xo^ =z constante 

qui montre que la vitesse Y ne dépend que de la distance r du mobile 
au centre d'attraction, théorème analogue à celui qui, dans le cas 
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Je la gravité, établit que la vitesse reprend la même valeur chaque 
fois que le mobile repasse à une même altitude. Ces théorèmes sot^t 
des cas particuliers d'un théorème général de mécanique appelé le 
théorème des forces vives. 

Ainsi en résumé : 

l"" Dans le cae^ le plus général, c'est-à-dire quelles que soient les 
circonstances initiales, une attraction vers un centre fixe proportion- 
nelle à la distance produit un mouvement elliptique périodique dont 

la période est T = — , si n? est le coefficient d'attraction. 

L'ellipse a son centre au centre d'attraction ; elle admet, par suite, 
la direction du rayon vecteur initial et celle de la vitesse initiale pour 
diamètres conjugués, les demi-grandeurs de ces diamètres étant res- 
pectivement le rayon vecteur initial lui-même et le rapport 

— * =. -TT— de la vitesse initiale Vo du mobile à la vitesse angu- 

laire /i = -sr correspondante à la période T du mouvement elliptique. 

2» Dans lecas où la vitesse initiale Vo est perpendiculaire au rayon 
vecteur initial, ces deux diamètres conjugués deviennent les axes de 
l'ellipse. 

3"" Si, en outre, entre le rayon vecteur initial Xo^ la vitesse initiale 
Vo et la vitesse angulaire n, on a la relation 

c'esfr-à-dire si la vitesse initiale Vo est celle qui correspondrait à la 
vitesse angulaire n, le mouvement est circulaire et uniforme avec la 
vitesse angulaire n. 

4'' Si la vitesse initiale coïncide avec le rayon vecteur initial le mou- 
vement se réduit à un mouvement harmonique rectiligne. 

5*" Dans tous les cas, le mouvement, soit elliptique, soit circulaire, 
peut (p. 147, y) être considéré comme résultant de deux mouve- 
ments harmoniques de même période suivant des directions rectan- 
gulaires ou obliques ; 
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6"* La vitesse reprend la même valeur chaque fois que le mobile re- 
vient à la même distance du centre d^attraction, 

179. Répulsion proportionnelle à la distance. — Si la 

force F est répulsive de sorte que ses composantes V^j F^, F^ chan- 
gent de signe, tout ce qui précède subsiste sauf que les sinus et cosi- 
nus circulaires des expressions de ^ et de y sont remplacés par des 
sinus et cosinus hyperboliques. 

Les équations (18) deviennent ainsi : 

X=:Xo cosa nt \ 

Vo . ^ [(19) 

y= — Binant y 

On en tire 

x' =^nxo sin/» nt ) ,-^. 

y=YoCOBnnt j ^^' 

qui donnent bien les conditions initiales et, à cause de 

COSA* nt — bIda* nt=zl 

on obtient pour la trajectoire, Phyperbole 



x^ n* y* 



Xo^ V. 



^-1 



au lieu de Pellipse. 

Les conclusions du paragraphe précédent subsistent en remplaçant 
les mots ellipse et cercle par les mots branche d'hyperbole et branche 
d'hyperbole équilatère. 

Cette force ne se présentant pas dans la nature, nous n^y insisterons 
pas. Au contraire, la force attractive proportionnelle à la distance se 
présente dans tous les systèmes faiblement dérangés de leur état 
d'équilibre. Ils tendent à revenir à cet état avec des forces propor- 
tionnelles aux écarts. Nous en trouverons une importante application 
à Pisochronisme d'un pendule. L'optique, l'acoustique et rélectricitè 
utilisent constamment ces forces. 
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180. Recherche graphique approchée du mouvement 
produit par des forces quelconques. — Supposons à présent 
un point matériel soumis à des forces dont larésultante F varie en gran- 
deur, direction et sens suivant une loi quelconque. Cette force peut 
varier avec le temps, avec la position du mobile et môme avec sa 
vitesse comme quand il s'agit par exemple de la résistance de Pair 
qui croit comme le carré de la vitesse des corps qui s'y meuvent, de 
sorte que ses composantes 

Fa?, Fy, F^ 

parallèlement à trois axes de coordonnées doivent être regardées 
dans le cas le plus général, comme trois fonctions données de la va- 
riable indépendante f, des coordonnées inconnues <r, y^ z du mobile 
et des composantes également inconnues x y* / de sa vitesse à Pins^ 
tant considéré. Elles sont données sous forme de fonctions compo^ 
sées de la variable indépendante t et de six fonctions inconnues de 
cette variable. 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait réussi à connaî- 
tre (flg. 41, p. 236) la position A du mobile et sa vitesse V à un cer- 
tain instant t. On se propose de trouver la position A^ et la vitesse V^ 
à un instant ^+6. On prendra l'intervalle de temps 6 assez petit pour 
que, pendant ce temps, la force F puisse être regardée comme sen- 
siblement constante. Or, à l'instant <, on peut déterminer ses com- 
posantes, puisqu'à cet instant on a, par hypothèse, les coordonnées 
.r, y^ 3 et les composantes x\ y\ z' de la vitesse V du mobile c'est-à- 
dire toutes les grandeurs qui entrent dans les expressions données 
des composantes Fj-, F^, F^. On peut donc tracer cette force F. Si 
on la regarde comme constante pendant le temps très court on 
pourra trouver approximativement la position A< et la vitesse V^ à 
l'instant ^ + 6 par le procédé du § 176. On portera sur la tangente 
A V une longueur. 

égale au chemin parcouru en vertu de la vitesse acquise V et, à 
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partir de Textrémité a de ce chemin, on portera parallèlement à la 
force F le chemin 

z m 

qu'elle eut fait parcourir au mobile en Tabsence de la vitesse ac- 
quise , Le point k\ serait la position exacte du mobile à Tinstant ^ + 



FIg. i\ . 

si, à partir de Tinstant <, la force F était restée rigoureusement 
constante. Il peut être regardé comme représentant cette position 
avec une approximation d'autant plus grande que le temps est 
plus petit. 

Si ensuite, du point A^ on porte la ligne A| W équipoUente à la 
vitesse A V=Tà l'instant t et, au bout de A^ W, parallèlement à la 
force F, la vitesse. 

' m 

que cette force eut produite si elle avait été constante, on aura ap* 
proximativement la vitesse A< V, =V7 à l'instant ^+6. 

Connaissant le point A^ et la vitesse correspondante on pourra 
trouver la force F^ à l'instant < + 6 et partir de là pour obtenir les 
mêmes éléments en un nouveau point A^ et ainsi de suite. 

Or, on connaît la position et la vitesse initiales du mobile. Donc, 
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en partant de là, on peut de proche en proche trouver ces éléments 
à des instants successifs qu'on choisira plus au moins rapprochés 
suivant la rapidité avec laquelle varie la force. 

181. Corollaires de cette construction ; Exercice.— Obser^ 
vons que ces constructions, pour un intervalle de temps pris à partir 
de Tinstant quelconque t se traduisent par les deux équipoUences : 

ÂÂ, = V6 + i^6a 

m 

qui sont d'autant plus approchées que 6 est plus petit et qui devien- 
nent vraies, à la limite, pour Q=zo. 
La dernière nous donne ainsi à la limite : 

— = hm. — 5 — pour 6 = 
tn V 

qui nous apprend que la force est équipoUente au produit de la 
masse par la dérivée géométrique de la vitesse^ ce que nous savions, 
puisque la dérivée géométrique de la vitesse représente l'accéléra- 
tion (§ 78). 

Hais la première nous donne une autre expression de la force 
souvent utile : 

F=2mlim. ^p pour 6 = 

Pour avoir la force en grandeur, direction et sens, il suffit de 
prendre l'excès géométrique du chemin rectiligne A Ai parcouru 
pendant un temps 6, sur le chemin Y 6 dû à la vitesse acquise ; de 
chercher la limite du rapport de cet excès à 6'^ et de multiplier par 
le double de la masse. 

Supposons qu'on fasse la construction approchée dans le cas d'une 
force F dont la direction passe constamment par un point fixe 0. On 
voit alors que le plan X^ N^ se rapportant à l'instant < + 6 coïncide 
avec celui A V se rapportant à l'instant t. Il en sera de môme de 
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celui OA^Vj se rapportant à un instant < + e + 0, ei ainsi de suite , 

■ 

ce qui montre que le mouvement se fera tout entier dans un plan. 
Ce résultait étant vrai quelque petits que soient les intervalles 6 sera 
vrai à la limite c*est-à-dire dans la réalité. Ainsi : 

Une force dirigée vers un centre Jixe^ suivant quelque loi 
quelle y dune J ait décrire à son point d* application une trajec- 
toire plane • 

Et si on applique le raisonnement au cas où la vitesse Y serait 
elle-même dans la direction du rayon vecteur A on concluerait 
que dans le cas où la vitesse initiale est elle-même dirigée vers 
le centre fixe^ le mouvement est rectiligne. 

Toutes ces propositions peuvent se déduire rigoureusement des 
équations différentielles du mouvement. Nous les avons reconnues 
dans le cas parlîeaUer traité au § 178. 

Bzmolces proposés 

Un bateau pesant P tonnes avec son chargement supposé réduit 
à un point matériel (son centre de gravité) aune vitesse de V métrés 
par seconde. On néglige la résistance de Peau ei edle de Pair. On 
veut Parrôter après un parcours de L mètres en lui appliquant une 
résistance constante. Quelle doit être cette résistance ? 

Applications : 

P = 850 tonnes, V = 1«,00 ; 0»,70. L = 15«,00 ; 10«,00 ; 8«,00. 

1) Vérifier l'homogénéïté des formules (8) de la page 226; (18) de 
la page 231 et (19) de la page 232. 

2) Un projectile est lancé avec une vitesse horizontale V© à une 
hauteur de 60 rayons terrestres du centre de la terre, en suppo- 
sant la gravité g = 9,8088 constante en grandeur, direction et sens- 
Si Vo est de 1 kilomètre par seconde, le projectile retombera-t-il sur 
la terre ? Quelle serait la plus grande valeur de Yq pour laquelle il 
tomberait sur la terre ? 

3) Un point pesant est abandonné sans vitesse dans Pair dont la 
résistance est supposée proportionnelle au carré de la vitesse, de 
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sorte que la force, comptée positive dans le sens descendant est : 
d'où: 

Trouver Pëquatioa de la forme t^ <f (v) qui lie le temps à la vi- 
tesse. 
La résoudre par rapport à v et trouver l'équation horaire ? 

Le point matériel considéré est supposé lié à un parachute de sur- 

1 S 

face S. On admet que -r-r -—-r- , le mètre et la seconde étant 

^ /c* ~ 78,5 ' 

pris pour unités. Quelle doit être la surface S du parachute 
pour que le point abandonné à une hauteur h au^'dessus du sol, y 

arrive avec une vitesse qui ne soit que --^^ de celle qu'il aurait sans 

la résistance de Tair. 

Cas de A = 20% n = 6; A = 10", n = 4 

4) Le môme point est lancé de bas en haut avec une vitesse t«o. La 
force est ; 

F = -m,(n-g.) 

Au bout de combien de temps s'arrêtera-t-il pour retomber ? 

5) La gravité variant en raison inverse du carré de la distance œ 
d'un mobile pesant au centre de la terre, a pour expression : 

il 

.2 



Tl « 

X* 



a étant le rayon de la terre. Trouver la vitesse v d'un point pesant 
lorsque son abscisse comptée du centre de la terre est x^ sachant 
qu'il est abandonné à la distance Xo avec une vitesse verticale v© et 
sachant que : 




Le mobile est abandonné sans vitesse à une hauteur infinie 
(uo = o, ^o = «). Avec quelle vitesse arrivera-t-il à la surface de 
la terre? 



CHAPITRE XV 



POINT BCA.TBRIEI. NON LIBRE 



gai les ippnû. — 

A. — Equilibre. 
18S. Pretsion nir les appuis en ets d'équilibre. — 186. Point flx«. — 181. Equilibra d'un 
corps appajé sur un pltn Aie. —188. Ëqnilibre limite. — 189. Coefficient de rroitomant. 
— 190. EipresaioD de It condition d'éqailibre k l'tide du cootBcieàtde rroUement. — 191, 
Angle de rrollemeut. — 199. Eipression de It condition d'éqailibre t l'side de l'tngle ia 
rrottement. — 193 Applicslion i va point ranlériel assajelti i demenrer sar nne nirtnco. 
>- 194. R.étclion de l'ippui, frottement. — 195. Pression gnr l'appui , — 196. Equilibre 
d'un pMnl pesant sur un plan inclina. 

B> — Mouvement, 
AUm d'une surface pendant le montenicnt. — 198, Fartes et résistances passÏTas. — 
la où l'on néglige le frollemeni — 900. HouTement r«ctltigne d'nn point sur an 
us l'aclion d'une force constante. — 301. Discussion du moDTement. — SOS. Cas où 
ise Initiale est nulle. — SOS. Cas où l'on fuit abstraction da frottement. — S04. 
sent d'un corps posant dans un plan hariiontal. — SOS. Arrêt d'un tnin de ebemia 
— W6. MouTement rcctiligae d'un point pesant sur un plan incliné sans frottomenl. 
Equilibre et mouTemcnl sur une courbe matérielle. — 908. HonTement d'an point 
sur une courbe sans frottement. — S09. Petites oscillations du pendule simple. — 
KilUtions de gnodear quelconque. — 910 Ht. Tension du Gl. Etercieas. — 914. La 
au diTerseg latitudes. Le p«ndu1e \ secondes. Exercices proposés. 



Point matériel non libre. — On dit qu'un point ma- 
l'est pas libi%, lorsque des obstacles matériels l'empêchent 
nouvoir dans certaines directions. 

Réaction des appuis et pression sur les ap- 

— Comment peut-on appliquer à un tel point les principes 
pour un point matériel libre? Pour y parvenir, il convient de 
leler la définition que nous avons donnée de la force. La force 
Èfinie tout ce qui est susceptible de modilier la vitesse d'un 
ioit en grondeur, soit en direction. Or,la présence d'un obsta- 
;ériel modilîe manifestement, à chaque instant, la vitesse que 



Wfm. ■ 
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prendi'ait le mobile, s'il était libre. Donc, tout obstacle matériel 
équivaut à une force. Soit F la résultante des forces appliquées i\ 
un point matériel, de telle sorte que, s'il était libre, il prendrait une 
accélération! définie par l'équipoUence. 

F—mJ. 

Soit J + Jr celle qu'il prend en réalité. 

On peut la produire sur le point matériel supposé libre en adjoi- 
gnant à la force F une force R définie par l'équipoUence 

Ainsi, le point matériel non libre peut être regardé comme libre 
pourvu qu'aux forces qui agissent sur lui ou à la résultante F de ces 
forces, on adjoigne une force convenable R. 

La force F ou ses composantes se nomment les forces directement 
appliquées au point matériel. La force R se nomme la réaction 
exercée par l'obstacle sur le point matériel. Mais inversement et, en 
vertu du principe de l'action et de la réaction, le point exerce à cha- 
que instant sur l'obstacle, une action égale et contraire à R. On la 
nomme \di pression du point sur l'obstacle. Nous supposerons tou- 
jours l'obstacle assez résistant pour pouvoir supporter cette pression 
sans se rompre. Mais c'est une importante question pour l'Ingénieur 
de calculer cette pression en chaque circonstance et, aidé des prin- 
cipes d'une science qui se nomme la. résistance desniatériawr^ d'en 
déduire les dimensions à donner à l'obstacle pour qu'il puisse effec- 
tivement résister aux pressions qu'il aura à supporter. 

184. Objet des problèmes concernant un point non 
libre . — D'après cela, les problèmes que soulève un point matériel 
non libre sont les suivants : 

a) Equilibre. — Etant données les forces directement appliquées 
à un point matériel non libre et en repos, ainsi que la nature des 
obstacles auxquels il est assujetti, trouver : 

1® Les conditions d'équilibre des forces données, c'est-à-dire les 
conditions pour que leur action ne trouble pas le repos du point. 

16 
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2 La pression exercée par le poiat sur Tobstacle (ou la réaction 
de Pobstacle, l^une de ces deux forces étant égale et opposée à 
l'autre). 

b) Mouvement. — Etant données des forces directement appli- 
quées à un point et ne satisfîiisant pas aux conditions d'équilibre, 
la position et la vitesse initiales du point, ainsi que la nature de 
Tobstacle) déterminer : 

V Le mouvement que prendra le point ; 

2" La valeur, à chaque instant, de la réaction de l'obstacle. 

A. — Equilibre, 

185. Pressions sur les appuis en cas d'équilibre. — 

Dans le cas de l'équilibre, la seconde partie du problème, celle qui 
consiste à trouver la pression que supporte l'obstacle n'offre jamais 
de difficulté. Supposons, en effet, que la résultante F des forces direc- 
tement appliquées remplisse les conditions d'équilibre. Alors, le point 
peut ôtre regardé (§ 183) comme libre et en équilibre sous l'action 
de cette force et de la réaction R de l'obstacle. Or, pour qu'un point 
matériel libre soit en équilibre sous l'influence de deux forces, il 
faut et il suffit que ces deux forces soient égales et directement 
opposées. Donc, c'est la force F elle-même égale et opposée à la 
réaction R de l'obstacle qui représente toujours la pression exercée 
sur celui-ci et la réaction R est égale et opposée à cette môme force F. 
En d'autres termes, on a l'équipollence. 

F il - 
d'où 

K — T 

pour la réaction de l'obstacle ou 

— ÏÏ F 
pour la pression sur l'obstacle. 

>{ous allons appli([uer les considérations qui précédent à quelques 
cas simples d'équilibre, puis de mouvement. 
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186. Point fixe. — Si un point matériel est enveloppé d*obsta- 
des matériels qui Pempêchent de se mouvoir dans quelque direction 
que ce soit et quelle que soit la force F ou la résultante des forces 
qui le sollicitent, s'il y en a plusieurs, on dit qu'il esijixe. 

En ce cas, la force F n'est assujettie à aucune condition d'équilibre 
puisque, par hypothèse, son point d'application reste en repos quelles 
que soient les forces qui lui sont appliquées. D'ailleurs, la pression 
sur les obstacles est d'après ce qui précède la résultante F de ces 
forces. 



187. Equilibre d^an corps appuyé sur un plan flxo, 

— Occupons-nous à présent d'un point matériel assujetti à rester en 
contact avec une surface matérielle. Supposons d'abord qu'il s'agisse 
d'une surface plane. 

P'A 




Pour plus de clarté représentons-nous (ftg. 42) un plan horizontal 
sur lequel repose un parallélipipède dont le poids P sera censé ap- 
pliqué en son centre 0. 

Ce point, comme tout le parallélipipède supposé en repos, restera 
manifestement en repos. Il ne pourrait que tomber suivant la verti- 
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cale. Or, le plan supposé rigide s'y oppose. Il fait naître une réaction 
que nous appellerons P' (§ 185) égale et opposée à P. 

Supposons à présent qu'on veuille mettre le corps en mouYcment 
en lui appliquant une traction horizontale. Si les deux surfaces en 
contact sont très glissantes ; si, par exemple, le plan fixe est une nappe 
de glace fondante très unie ; si, de même, le corps qui repose sur lui 
est un bloc de glace, il faudra une traction à peine appréciable pour 
rompre l'équilibre du bloc. Il en sera autrement si celui-ci est une 
grosse pierre de taille plus ou moins rugueuse et si le support sur 
lequel elle repose est une maçonnerie elle-môme plus ou moins ru- 
gueuse ou est en bois ou en fonte. Dans ces cas, pour produire le 
mouvement, il faudra une traction considérable. Si la traction 
appliquée que j'appellerai T est trop petite, l'équilibre subsistera. 

188. Equilibre limite. — Si on fait croître progressivement T 
à partir de zéro, on arrivera à une valeur To de cette force telle que 
l'équilibre sera sur le point d'être rompu ; tant que T reste inférieur 
à To l'équilibre subsiste ; mais dès que T dépasse To, si peu que ce 
soit, le mouvement commence. Le mode d'équilibre correspondante 
la valeur T^ de la traction se nomme \ équilibre limite du corps posé 
sur le plan. 

189. Coefficient de frottement. — L'expérience prouve 
que, dans les circonstances de la pratique usuelle, 

1" La traction T^, à appliquer pour amener l'équilibre limite croît, 
toutes choses égales, proportionnellement au poids P, en sorte 
que : 

lo^fV (1) 

2" Que le coefficient de proportionnalité y est indépendant de l'é- 
tendue des surfaces en contact ; 

3** Qu'il dépend uniquement de la nature de ces surfaces, princi- 
palement de leur degré de poli et de dureté. 

On le nomme le coefficient de frottement relatif aux deux ma- 
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tières en contact. La valeur numérique de ce coefficient, valeur 
indépendante de tout choix d'unités, puisque c'est le rapport de deux 
forces ou de deux grandeurs mesurées avec une unité commune, a 
été déterminée expérimentalement pour les principales matières em- 
ployées dans Pindustrie. On sait, par exemple, que le coefficient de 
frottement de fer sur fonte ou bronze, sans enduit, est, en moyenne, 
de 0,18 ; que le coefficient de frottement entre deux quelconques 
des matières suivantes : chêne, orme, poirier sauvage, fonte, fer, 
acier et bronze, à condition que les surfaces en contact aient été lu- 
bréfiées c'est-à-dire enduites de suif, huile ou saindoux est de 0,07 à 
0,08, tandis qu'en l'absence d'enduit, ce coefficient s'élève à 0,15 et 
même jusqu'à 0,20 ; que le coefficient de frottement d'une pierre 
calcaire bien dressée sur elle-même s'élève à 0,74. Cela veut dire 
que, pour amener une pierre calcaire reposant sur un lit de même 
matière à être sur le point de se déplacer, il faut une traction égale 
à 0,74 de son poids, tandis que, pour déplacer un bloc de fonte reposant 
sur une base de même matière, il suffit d'une traction des 0,18 de 
son poids et seulement de 0,07 à 0,08 si les surfaces ont été grais- 
sées et si le poids P n'est pas assez fort pour que la pression qu'il 
exerce chasse les lubréfiants. 

190. Expression de la condition d'équilibre à Taide 
du coefficient de frottement. — D'après ce qui précède, l'é- 
quilibre est assuré tant que la traction T est moindre que To ; il est 
rompu pour T > To. Donc, la condition nécessaire et suffisante pour 

Pèquilibre est 

T ^ To (2) 

le signe d'égalité donnant l'équilibre limite. Or, lorsqu'on exerce la 
traction T, la force totale agissante est la résultante F de cette trac- 
tion et du poids P. Lorsque la traction est To la force totale agissante 
est la résultante Fo des forces To et P. 

Ceci étant, la condition d'équilibre (2) en vertu de (1) équivaut à 
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Théorème. — Pour qu^un corps assujetti à glisser sur un plan soit 

en équilibre sous l'action d'une force F, ou de plusieurs forces 

T 

ayant F pour résultante, il faut et il suffit que le rapport ^ de la 

composante tangentielle (c^est-à-dire parallèle au plan) de cette force 
à sa composante normale soit plus petit ou au plus égal au coefficient 
de frottement des deux surfaces en contact ou, ce qui revient au 
même, que la composante tangentielle soit plus petite ou au plus 
égale au produit de la composante normale par le coefficient de frotte- 
ment. 

191, Angle de frottement. — Soit 9 Pinclinaison sur la 
normale au plan de la force totale Fo qui répond à Péquilibre 
limite. Le rectangle OT^F^P donne 

Tang f = ^ ^f 

L'angle ^ dont la tangente trigonométrique est égale au coefficient 
de frottement relatif à deux matières se nomme Pangle de frottement 
relatif à ces matières. 

Expression de la condition d'équilibre & Talde de 
l'angle de frottement. — Désignons par a, Pinclinaison de la 
force F sur la normale au plan. La condition d'équilibre (2) 

T^To 
équivaut manifestement à : 



Théorème. — Pour qu'un corps posé sur un plan soit en équilibre 
sous Paction d'une force F ou de plusieurs forces ayant F pour résul- 
tante, il faut et il suffit que cette force forme avec la normale au 
plan dirigée vers l'intérieur de Pappui, un angle moindre ou au plus 
égal à Pangle du frottement des deux surfaces en contact. 

193. Application & un point matériel assujetti & demeu- 
rer sur une surface. — Ce qui précède s'applique à un 
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point roaléricl assujelti à demeurer sur un plan ou même sur une 
surface matérielle courbe. 

Soit (fig. 43) S^ S une surface limitant un appui fixe et Â un point 
matériel posé sur elle et soumis à Paction d^une force F ou de plu- 
sieurs forces dont F est la résultante. 



V---._.. 







^^* 



F»g. 48. 



Appelons a le point de Pappuî qui reçoit le point matériel A. 

Pour que la force F maintienne le point A en repos on Varc-houte 
sur son appui, il faut et il suffit que Tangle a qu'elle fait avec la 
normale a }i' à la surface dirigée du côté do l'appui, ne soit pas su- 
périeur à l'angle du frottement ^ relatif aux deux matières en con- 
tact, ou ce qui revient au mr»me,que la composante tangentielle delà 
force que nous appellerons Fr ne soit pas supérieure au produit de 
sa composante normale que nous appellerons F^ par le coefficient 
de frottement /= tang ^. 

Si Pangle a = ^ ou si 

F,=/F« 

on a Véfjuilibre limite du point. La moindre augmentation de l'angle a 
ou de la force tangentielle F/ romprait alors l'équilibre ou mettrait le 
point en mouvement. 

Cône de frottement, — Concevons qu'on décrive autour de la 
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normale N' A N comme axe un cône de révolution dont l'angle soit y. 
Il faut et il suffit que la force F soit à Tintérieur de la nappe de ce 
cône située du côté de Pappui ou sur cette nappe pour que l'équi- 
libre ait lieu. Si elle est sur la nappe, on a l'équilibre limite. 

i94. Réaction deTappui; Frottement. — L'équilibre existant, 
la réaction R de Pappui est (§ 185) égale et opposée à la force F. Ap- 
pelons respectivement N etT les composantes tangentielle et normale 
de R. Elles sont respectivement égales et opposées aux composantes 
F/, et ¥e de F. La force IV se nomme la réaction normale ; la force 
T qui s'oppose au glissement du point sur la surface se nomme la 
réaction tangentielle ou la résistance au glissement ou encore le 
frottement exercé par la surface sur le point matériel. 

La réaction R se trouve dans Pintérieur de la nappe du cône de 
frottement extérieure à Pappui ou sur cette nappe . 

Théorème. — Si un'point matériel est en équilibre sur une]surface, 
la réaction de la surface fait, avec la normale extérieure à Pappui, un 
angle inférieur ou au plus égal à l'angle de frottement ou ce qui 
revient au même, le frottement exercé par une surface sur un point 
en équilibre sur elle est plus petit ou au plus égal au produit de la 
réaction normale par le coefficient de frottement. La relation 

écjuivaut à la condition d'équilibre donnée plus haut et n'est pas 
moins utile et fondamentale. 

195. Pression sur Pappui. — La pression sur l'appui est la 
force F elle-même ou plutôt une force identique en grandeur^ 
direction et sens à la force F, mais appliquée à la surface fixe, 
tandis que la force F elle-même et la réaction R sont Pune et l'autre 
appliquées au point matériel A posé sur la surface et se détruisent, 
la pression sur Pappui est une force de même grandeur, de même 
direction et de même sens que F appliquée au point a de la surface 
où repose le point matériel A. 
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Appelons F^ la force F en tant qu'elle est appliquée au point a de 

Tappui fixe et non au point mobile A. Sa composante normale tend 

à détruire Tappui par compression. Il faut que l'Ingénieur établisse 

l'appui de façon qu'il puisse résister à cet effort. La composante 

tangentielle de F< tend à entraîner l'appui dans le sens où le mobile 

A est tiré c'est-à-dire que toute la force de traction F^ appliquée au 

point mobile tend par adhérence à entraîner l'appui auquel elle se 

transmet. Et la preuve qu'il en est ainsi, c'est que si on place un 

fardeau sur une plateforme horizontale qui, au lieu d'être fixe, soit 

posée sur rouleaux et qu'on pousse le fardeau pour le faire glisser 

sur la plateforme, au lieu d'obtenir ce résultat, c'est la plateforme 

qu'on fera mouvoir sur ses rouleaux. Donc, de même que l'Ingénieur 

doit établir l'appui de façon qu'il ne se détruise pas sous l'effort de 

la pression normale que le point matériel lui communique, de même, 

il doit l'installer aussi assez solidement pour qu'en tirant sur le 

point, ce ne soit pas l'appui qui se déplace. 

On voit donc qu'il y a à envisager deux actions tangentielles : le 
frottement exercé par l'appui sur le point matériel; ce frottement 
est toujours une résistance qui tend à s'opposer au mouvement 
qu'ion veut donner au point ; au contraire, l'action tangentielle ou 
frottement que le point exerce sur son appui tend toujours à entraî- 
ner l'appui avec lui dans le sens du mouvement du point. 

196. "Equilibre d'un point pesant sur un plan incliné. 

— Considérons (fig. 44) un corps pesant de poids P posé sur un plan 
dHnclinaison a. La force F est donc ici le poids P. Son inclinaison 
sur la normale intérieure à l'appui est précisément l'inclinaison a du 
plan. Pour l'équilibre, il faut et il suffit que cet angle soit inférieur 
ou au plus égal à l'angle du frottement ^. 

Ainsi, un fardeau posé sur un plan incliné reste en repos si l'in- 
clinaison du plan ne dépasse pas l'angle 9 du frottement entre Le 
fardeau et le plan. Si le plan a juste l'inclinaison (p, l'équilibre est 
limite. La moindre force exercée dans le sens de la descente met- 



trait alors le corps en mouvement. Si l^inclinalson du plan est supé- 

R 




P 

Fig. W. 

ricure à ip, le corps se mettra de luHnèmc en mouvement. 



B. Moitoement. 

197. Réaction d'une surface pendant le mouvement. — 

Lors([uc(fig.43,p. â46) on augmente progressivement l'angle a, qu^une 
force F fait avec la normale intérieure à une surface d'appui depuis 
a=:o jusqu'à «=!p valeur de l'angle du frottement, on pisse par 
une suite d^états d'équilibre dont le dernier est l^ètat d'équilibre li- 



La réaction R qui maintient l'équilibre est constamment égale et 
opposée à la force F ; son inclinaison sur la normale extérieure à 
t'appui constamment égale à i croit aussi de o à f.' 

Si l'inclinaison k de la force F continue à croître, de façon que lu 

force F (fig. 4S) sorte du c6ne de frottement, alors la réaction H ne 

plus s'opposer au mouvement. Celui-ci commence etl'eïpérienee 

ive que, pendant toute sa durée, l'inclinaison de ta réaction R sur 
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la normale extérieure garde sa valeur limite ?», c^est-à-dirc que cette 
force pendant le mouvement coïncide constamment avec Tune des 
génératrices du cône de frottement. Sa composante tangentielle T, 




Fig. 45. 

c'est-à-dire le frottement est donc, pendant le mouvement, liée à la 
réaction normale par Pégalité : 

De plus, le frottement T est toujours directement opposé à la vi- 
tesse du mobile. 



198. Forces et résistances passives. — Ainsi, tandis qu'au 
rcpos^ on ne peut pas déduire la valeur du frottement de celle de la 
réaction normale, on peut seulement aftirmer qu^ellc ne saurait sur- 
passer le produit de cette réaction par le coefficient de frotte- 
ment^ qu'ainsi la condition d'équilibre s'exprime par une inégalité 

T</'NT, 

ce qui indique qu'il peut exister une infinité de modes d'équilibre, 
pendant le mouvement, au contraire, on a toujours : 

et la force T est toujours opposée au mouvement, de même qu'au 
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repos elle est toujours opposée à la force qui tend à produire le mou- 
vement. 

Le frottement T a ainsi tous les caractères d^une résistance pas- 
5/ye(§156). 

La réaction normale N est aussi une force passive et d'une ma- 
nière générale toutes les réactions des appuis sont des forces passives 
en ce sens qu'elles n'existent pas tant qu'aucune force F directement 
appliquée n'agit ou q u'aucunc vitesse préalable n'a été donnée au 
mobile qui porte sur les appuis. Elles ne naissent et ne grandissent 
que par l'effet de forces ou de vitesses créées en dehors d'elles. A ce 
point de vue, elles sont toutes passives. Mais les composantes tangen- 
tielles ou Jrottemerits excercées par les appuis sur les points mobiles 
sont, en outre, toujours des résistances, étant toujours opposées 
aux vitesses. Elles sont donc justement dénommées des résistances 
passives. 

190. Cas où on néglige le firottement. — Nous avons vu 
que pour des corps en contact convenablement graissés, le coefficient 
de frottement/se réduit à 0,07 ou 0,08. L'angle de frottement cor- 
respondant, c'est-à-dire la demi-ouverture du cône de frottement est 
de moins de 25 minutes ou de moins d'un demi-degré . Il se présente 
des cas de cette nature où l'on peut supposer cet angle et, par suite, 
le coefficient de frottement nuls. Dans ce cas, la réaction de la sur- 
Jace est normale, quUl s'agisse de V équilibre ou du mouvement. 

Donc, pour quHl y ait équilibre, abstraction faite du jrotte- 
ment, il faut et il suffit que la force directement appliquée F ou 
la résultante des forces directement appliquées s'il y en a plus 
d'une, soit normale à la surface d'appui et tende à appuyer le 
mobile sur cette surface. 

La pression sur la surface est la force normale F elle-même et la 
réaction de l'appui est la force contraire. Dans ce cas, il n'y a plus 
une infinité de modes d'équilibre possibles ; il n'y en a plus qu'un seul. 
C'est ce qui fait la difficulté tout à la fois de marcher sur la glace et 
de s'y maintenir au repos. 




- 253 - 



200. Mouvement rectiligne d'un point sur un plan 
sous Tactlon d'une force constante. — Supposons mainte- 
nant un point en mouvement sur un plan sous Taction d'une force 
constante située dans un plan normal au plan d*appui, la vitesse ini- 
tiale étant nulle ou dirigée suivant Pintersection de ce même plan 
normal avec le plan d^appui. 

On peut alors regarder comme évident, par raison de symétrie, que 
le point ne sortira pas de ce plan ; que, par suite, il décrira sa trace 
sur le plan d*appui ou que son mouvement sera rectiligne. 

Soit donc (fig. 46) X'OX sa trajectoire rectiligne. 






w 



N 
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Fig. 46. 

Prenons la position initiale du mobile pour origine des abscisses 
et prenons, pour sens des abscisses positives, le sens de la vitesse v^ 
laquelle est ainsi essentiellement positive . 

Soit X Pabscisse du mobile A à Tinstant t. Désignons par F« et Fr 
les composantes normale et tangentielle supposées constantes et 
données de la force directement appliquée F, et soient N et T les 
composantes similaires de la réaction du plan, de sorte que le point 
peut être regardé comme libre sous Pinfluence : 

1*» de la force tangentielle totale ; 



2» de la force normale. 



F,-T 



F„-N 



Le mouvement étant rectïligne, la force totale est dirigée suivant 
la droite décrite. Donc, la composante normale doit être identique- 
ment nalle, d'où : 

K — F, 

Ainsi : guet que soit le moucement, la réaction normale se 
frotfveici^ comme doM le cas dn repos, être égale et opposée à 
la composante normale de la force directement appliquée. 

D'autre part, te frottement T pendsat le mouvement est, en valeur 
absolue, égal à fH (§ 199j. 11 est opposé au laouvement. Donc, 
on a : 

le signe — s'appliquant au cas où le mouvement est direct (sens des 
X positifs) et le signe + au sens inverse. 
Ainsi, la force agissant sur le point rendu libre est : 

Fi — t—Fm^fFn 

Elle est constante. Donc, le mouvement est uniformémentvarié et, en 
ayant égard à ce qu'à Tinstant initial t^Oy on doitavoir ./'=(> et que 
la vitesse .i'' doit alors avoir la valeur donnée v., l'équation du niouve. 
ment est : 



La vitesse correspondante est : 



(2) 



201. DlspusslOD du mouvement. — Menons, par le point A 
deux droites A P et AQ inclinées de part et d'autre de la normale au 
plan, de l'angle du frottement f. 

Ceci posé, pour (— o on a ./'^ i'o>o. Le mouvement commence 
par être direct et c'est le signe supérieur qu'il faut prendre devant 
./■F„. 

1") Si F,; y F„, c'est-à-dire si la force F occupe une position for- 
!c la normale intérieure au plan,unangle a >ç, alors la vitesse 
a toujours positive et croitra indéfmiment. 
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Le mouvement sera toujours direct et sera uniformément accéléré. 
2») Si la ligne d'action de la force F occupe la position A Q on a : 

Le mouvement sera uniforme et se continuera indéfiniment. 
3«) Si le force F est comprise entre les droites ÀP et AQ, soit dans 
le cône de frottement, on a : 

Ft-fFn<0 

Le mouvement est uniformément retardé et la vitesse devient 
nulle à Pinstant : 



après un parcours. 






^—m^.>' ^^> 



Une fois arrêté, il restera arrêté puisque la force totale est dans le 
cône de frottement, c'est-à-dire remplit les conditions d^équilibre. 

4') Si la force F tombe à gauche de AP, alors, à plus forte raison, 
a-t^on pendant le mouvement direct : 

Le mobile s'arrêtera dans les conditions qui viennent d'être indi- 
quées, mais pour revenir sur ses pas. 

En comptant le temps depuis l'instant de cet arrêt, et les abscisses 
depuis la position A, correspondante et dans le sens A, inverse de 
celui de tout à l'heure, alors Fr sera positif et le frottement sera dans 
le sens AA^. En appelant f, et ./*< les nouvelles variables remplaçant t 
et ,r^ l'équation du mouvement de retour sera : 

a:,r^—-—^ (5) 

d'où : 

où F, — Jn > o, en sorte que le mouvement de retour est uniformément 
accéléré. 
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Si la direction de la force F coïncidait avec AP on aurait : 

et le mouvement de retour ne se produirait pas. A plus forte raison 
ne se produirait-il pas, comme nous Pavons dit un peu plus haut, si 
la force F tombait entre AP et AQ. Car alors on aurait : 

Ft — fFn<0 

Le second membre de réquation(5) serait négatif, tandis que le 
premier, dans le mouvement de retour et, par la façon dont sont 
comptées les abscisses ./',, est essentiellement positif. 

Ainsi, en résumé : 

1" Si la force F tombe à droite de AQ, le mouvement est direct et 
uniformément accéléré et, à la limite, si F coïncide avec AQ? il est 
uniforme. Il se continue indéfiniment dans le sens direct. 

2° Si F tombe entre AP et AQ, le mouvement est direct et unifor- 
mément retardé et s'éteint. Cela est encore vrai à la lioiite si F coïn- 
cide en direction avec A P. 

3» Si F tombe à gauche de AP, le mouvement est d'abord, comme 
dans le deuxième cas, direct et uniformément retardé. La vitesse s'an- 
nule, mais en changeant de sens. Le mouvement reprend en sens in- 
verse pour se poursuivre en s'accélérant indéfiniment. 

202. Cas où la vitesse initiale est nulle. — Si la vitesse 
initiale est nulle, le mouvement ne peut avoir lieu que si la force F 
tombe à droite de A Q ou à gauche de AP, puisque dans le cas con- 
traire, les conditions d'équilibre sont remplies. Il est alors unifor- 
mément accéléré dans le sens direct ou rétrograde suivant que F 
est à droite de A Q ou à gauche de AP» 

203 Cas où l'on fait abstraction du frottement. — * Si 

on suppose le coefficient de frottement y nul, les deux droites A Pet 
A coïncident avec la normale ; il n'y a plus de double signe à con- 
sidérer dans l'expression de la force qui se réduit à F et l'on arrive à 
ceci: 
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1° Le mouvement est uniformément accéléré si la force F fait un 
angle aigu avec la vitesse initiale ; 

2») Dans le cas contraire, le mouvement est d'abord retardé jus- 
qu'à s'éteindre, puis il change de sens et s'accélère indéfiniment ; 

3*) Il est uniforme si la force F est normale au plan ; 

4») Si la vitesse initiale est nulle, le mouvement est toujours uni- 
fermement accéléré s'il se produit, c'est-à-dire si la force F n'est pas 
normale au plan. 

204. Mouvement d'un corps pesant sur un plan hori- 
zontal. — Cette discussion s'applique immédiatement à un corps 
pesant tiré sur un plan horizontal par une force horizontale Q. Soit 
P le poids du corps. 11 suffit dans les équations précédentes de 

faire : 

Fn:=P F,==Q 

La force F sera ainsi la résultante du poids Pet de la traction hori- 
zontale. Q. 

Que doit être la traction Q pour que le mouvement se maintienne 
uniforme? 11 faut et il suffit que la force totale F coïncide avec la 
droite A Pou que: 

Q=fP 

que la traction Q satisfasse à la condition de l'équilibre limite. 

Si le frottement était nul, on aurait = o, c'est-à-dire que le mou- 
vement uniforme s'entretiendrait de lui-même en vertu de l'inertie. 

Qu'arrive-t-il si, quand le mobile a atteint une vitesse «o, on sup- 
prime la traction Q ? 

La force F qui se réduit alors au poids P est comprise entre les 
droites AP et AQ. Donc, le mouvement est uniformément retardé et 
s'éteint. 

Les formules (1) et (2) du § 200 donnent le temps t au bout du- 
quel le mobile s'arrêtera et le chemin x qu'il aura parcouru. Gomme 
on supprime la force tangentielle Q, on a : 

17 
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m étant la masse du mobile. On aura donc: 

fg 

^ ng 

t^oétant la vitesse absolue du mobile à IMostant où on supprime la force. 
Pour/=o, on a ^=: 00 eXx= », ce qui veut dire que la vitesse v^ 
se conserverait indéfiniment. 

205 . Arrêt dMn train de diemlB de Ito. — Gomine ap- 
plication, supposons -qu*un train de chemin de fer soit lancé i une 
vitesse de 60 kilomètres à l*lieure sur un terrain horizontal. On sop* 
prime Tadmission de la vapeur et à Taide de freins on cak toutes les 

roues. Le coefficient de frottement des roues sur les rails est supposé 

1 

/zn ---. On aura en mètres-seconde: 

60000 __ 100" 
^"^ ~ 8.600 — 6 

d^où : 

g 
10000 o,„^ 

Ainsi^ le train s^arrôterait au bout de 10,2 secondes et après un 
parcours de 84'",9. 

Cela suppose que toutes les roues sont absolument et instantané- 
ment calées ce qui n'est pas tout à fait le cas. 

206. Mouvement rectiligne d^un point pesant sur tin 
plan incliné sans frottement. — Considérons à présent (fig. 47 j 
un point matériel pesant cheminant suivant la ligne de plus grande 
pente d'un plan incliné à Tinclinaison «. Si a it-.o et que le point n'ait 
pas de vitesse initiale, il y aura équilibre. Dans le cas contraire, il y 
aura mouvement 

Si on fait abstraction du frottement, il y aura mouvement pour 
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toute inclinaison du plan. En ce cas, la réaction Ndu plan sera nor- 




male. La force totale F à considérer pour pouvoir regarder le point 
comme libre, aura pour composantes : 

Frt =^ mg ces a — N 
Yt = mg sin a 

Comme la force normale est nulle, pour un mouvement rectiligne 

on aura: 

N -- mg cos « 

Ainsi, la réaction du plan et par suite la force contraire, c'est-à- 
dire la pression du point sur le plan sera la composante normale du 
poids du mobile comme si celui-ci était en repos. Elle est indépen* 
dante du mouvement. 

La force totale F qui se confond alors avec Fr est : 

F = F/ = wj gr sin « 

Elle produit un mouvement uniformément varié dontTaccélération 
est g sin a, et la discussion de ce mouvement, sauf la substitution de 
g sin a kg est la môme que celle du mouvement suivant la verti- 
cale (§31). 

L'équation du mouvement en prenant les v positifs dans le sens 
descendant est ; 



.'c = ± Vy f - j <7 sin « "5 



/2 
2 
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La vitesse est : 

a:' = ± Vo "f- /7 sin « t 

Le signe + se rapportant au cas où la vitesse initiale absolue VoCst 
descendante, le signe — , au cas où elle est ascendante. Dans le pre- 
mier cas, le mouvement est descendant et uniformément accéléré ; 
dans le second il est dabord ascendant et uniformément retardé, il 
s'éteint à Tinstant : 



t= ^^" 



après un parcours 



.T=- 



g siii oc 
V,2 



2 g sm a 

La hauteur verticale qu'il aura parcourue suivant le plan incliné 
sera: 

— a? sin a = -7- 

c'est-à-dire, chose remarquable, la même que s'il avait été lancé avec 
la vitesse Vo suivant la verticale. 

A partir de ce moment, il descendra le plan d'un mouvement ac- 
céléré ayant pour équation ; 

Xi=Q sin a -^ 

en appelant maintenant x^ le chemin compté depuis le point culmi- 
nant auquel le mobile a atteint et ^, le temps compté depuis Tinstant 
de la culmination. 

207. Equilibre et mouvement sur une courbe matérielle. 

— Supposons un point matériel enfermé dans un tube matériel très 
délié dont l'axe est une ligne donnée plane ou gauche. C'est une sur- 
face d'une nature particulière et tout ce que nous avons dit sur Téqui- 
libre et le mouvement d'un point assujetti à demeurer sur une sur- 
face subsiste et peut se résumer ainsi qu'il suit : 

1^ Pour qu'un point matériel assujetti à demeurer sur une ligne 
matérielle soit en équilibre, il faut et il suffit que la résultante F des 
forces qui lui sont directement appliquées fasse avec le plan normal 



1 
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à la ligne un angle inférieur ou au plus égal à Pangle de frottement 
des deux matières en contact : 
Si on conçoit (iig. 48) un cône de révolution autour de la tangente 

à la courbe, les génératrices du cône faisant Pangle — — f avec 

la tangente, pour que l'équilibre ait lieu il faut et il suffit que la force 



Fig. 48. 

F tombe entre les deux nappes du cône ou sur Tune d'elles. En ce 
dernier cas, on a Péquilibre limite. 

Si Fe et F„ sont respectivement ses composantes suivant la tangente 
et suivant le plan normal à la courbe, la condition d'équilibre est : 

§ 

oùy*= tang f est le coefficient de frottement. 

2' La force F représente la pression totale exercée sur la courbe 
c'est-à-dire que cette force se transmet à la courbe au point où celle- 
ci est touchée par le point matériel. La composante normale F^ ne 
doit pas être assez grande pour causer la rupture de la courbe maté- 
rielle et sa composante tangentielle qui tend à entraîner la courbe 
ne doit pas pouvoir produire cet effet. 

3' La réaction de la courbe sur le point est une force égale et con- 
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traire à F appliquée au point el équilibrant celte dernière. Sa com- 
posante tangentielle T est en grandeur égale à F; et de sens opposé. 
Elle se nomme le frottement exercé par la courbe sur le point. Sa 
composante normale Pi est en grandeur égale à F/r et de sens op- 
posé. Elle se nomme la réaction normale, de sorte que : 

Pendant le repos le frottement a une valeur qu'on ne peut pas as- 
signer puisque l'équilibre est possible d'une infinité de manières. 
Tout ce qu'on peut affirmer c'est que le frottement ne peut pas dé- 
passer le produit de la réaction normale par le coefficient de frotte- 
ment. Lorsqu'il est égal à ce produit le point est en état d'équilibre 
limite. 

40 Lorsque la force F fait, avec le plan normal, un angle supérieur 
à l'angle de frottement ou même s'il fait un angle inférieur mais que 
le point soit animé d'une vitesse initiale, il y a mouvement et, pen- 
dant le mouvement, la reaction de la courbe fait toujours avec le 
plan normal un angle égal à l'angle du frottement et du coté opposé 
au sens du mouvement, de sorte que, pendant le mouvement, on a 
toujours 

le frottement T étant dirigé en sens contraire de la vitesse. 

5** Si on (ait abstraction du frottement c'est-à-dire si on suppose 

y = ^ =0, la réaction de la courbe est toujours dans le plan normal, 

qu'il s'agisse du repos ou du mouvement et la condition d'équilibre, 

équilibre qui est alors unique et bien déterminé, est que la force F 

soit elle-même dans ce plan. 

^8. Mouvement d'un corps pesant sur une courbe 
sans fi*ottement. — Si un point est matériellement assujetti à 
décrire une trajectoire donnée sous Taction d'une force F directe 
ment appliquée et obéissant à une loi connue, le problème principal 
à résoudre est de déterminer l'équation horaire : 

*-/*(0 (7) 

du mouvement. 



Il 
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11 sera plus commode de la chercher résolue par rapport à t sous 

la forme : 

t = ç (s) (7) 

Il n'y a donc qu'une fonction inconnue à déterminer : le temps en 
fonction de l'arc 5 regardé comme variable indépendante. On pourra 
ensuite chercher à chaque instant la réaction de la courbe, ce qui 
donne aussi la pression qu'elle subit. 

Si on fait abstraction du frottement, la réaction N sera toujours 
dans le plan normal à la courbe. Le point pouvant être regardé comme 
libre sous l'action des deux forces F et N^ la force tangentielle agis- 
sant sur ce point libre se réduit à la composante tangentielle Fr de F. 
Ftr suite <>n aura Féquation : 

w J, == F« 

d'où 

7nV'=Ff (8) 

ou 

m ê" = F, (9) 

C'est Tune ou l'autre de ces équations qui, moyennant les condi- 
tions initiales, permettra de trouver la fonction inconnue s en fonc- 
tion de t ou inversement t eu fonction de Sy par conséquent, l'horaire 
du mouvement. 

Supposons qu'il s'agisse d'un point pesant. Soit ^ la cote d'altitude 
d'un point de la trajectoire donnée, au-dessus d'un plan fixe ou, si on 
veut, sa coordonnée verticale comptée positivement dans le sens 
ascendant, de sorte que la projection V^ de la vitesse V sur cet axe 
est J3\ Le cosinus de l'angle que la vitesse V fait avec la verticale 

ascendante est ainsi : '^ . 

Donc, puisque la force est descendante 

F| := — fl ^ ^ 

Et par suite l'équation (8) devient 
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ou (§ 20) 

ou 

vv -^gz =0 (10) 

OU 



(I + ,.)■- 



La dérivée de la fonction entre parenthèse étant identiquement 
nulle, cette fonction est une constante. Ainsi : 

•zr -^ ff ^ = ^ =^ constante 

Soient ^o ^^ Vq la cote d'altitude et la vitesse initiales, en sorte que 



d'où 





2 


'-gzo=G 




il. 


2 







v^ 


=Vo^ 


+ 2g(zo- 


-z) 



(11) 

Telle est la vitesse du mobile lorsqu'il passe au point de sa trajec- 
toire d^altitude ^. Il est remarquable que cette vitesse ne dépend 
que des cotes ^ et ^o^ c'est-à-dire des différences d'altitude des deux 
positions extrêmes et nullement de la nature particulière de la tra- 
jectoire donnée. Elle est la même que si le point s'était mù librement 
suivant une verticale entre les cotes ^o et s. 

Comme j est une fonction connue de s d'après la courbe donnée 
on tire de là 

V = ±>Jvo^ + 2g{zo—z) = 9 W 

f (s) étant une fonction connue de s. Cette équation équivaut à 

8 = O (s) 

Mais si, au lieu de chercher l'équation horaire résolue par rapport 

à s, on cherche à l'obtenir résolue par rapport à /', on aura 

I 

, y ^8 1 1 I 

^ t |. ^t t s 

Jim T- 
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d'où 



<« = 



9(0 



Soit 4> (s) la fonction primitive de — r-r , on aura 

C étant une constante. Mais pour ^ = o on a « = So, puisque la posi- 
tion initiale du mobile est donnée, d'où : 

et par suite 

t=z^(s)-^ (8o) 

Le problème est ainsi résolu. 

209. — Petites oscillations d'an pendule simple. — Un pen- 
dule simple peut être assimilé à un point matériel pesant A assujetti 
à décrire une circonférence dont le rayon est la longueur / = OA du 
pendule. On fera abstraction du frottement. Il suffit donc d'appli- 
quer les formules précédentes. Désignons à l'instant t par 6 l'angle 




Fig. 49. 



du pendule tivec la verticale descendante OB (fig. 49) de sorte que si 
« est l'arc compté sur la circonférence décrite par Pextrémité du 



t 
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pendule depuis le point le plus bas B de cette circonférence et dans 
le sens BÂ^, on aura : 

Comptons les altitudes à partir du plan horizontal passant par le 
point de suspension du pendule, en sorte que 

z zm Z coB z — — lam^ XO' 

Donc l'équation (10) devient: 

Z2 6'r== — i^isinôxe' 



ou: 



e" n-- — -^ sin (12) 



Supposons qu^on écarte le pendule de la verticale d'un angle très 
petit et qu^on Tabandonne sans vitesse. Dans ces conditions, on conçoit 
et cela résulte de Féquation (11) où t»o=:o, que l'angle One dépassera 
jamais la valeur l^. Or, pour un angle très petit on peut très approxh- 
mativement remplacer le sinus par l\irc, leur différence étant moin- 
dre que le sixième du cube de Tare. Alors Téquation (12) devient : 

e"z= — -^o (13) 

Elle est de la forme 

./; — — n^ X 

qui correspond à une force d^attraction proportionnelle à la distance 
et donne lieu à un mouvement harmonique. On voit ainsi que tout se 
passe comme si le pendule était rappelé à la position verticale par 

la force tangentielle — ^sin ô sensiblement égale — y 9 ou propor- 
tionnelle à l'angle d'écart. 

La solution générale de Téquation (13) est {§ 178) le mouvement 
angulaire harmonique 

^3 Acos y/ 1< + Bain y 1^ 

avec les deux constantes arbitraires A et B. On en tire pour la 
vitesse 



-267 — 

Mais le pendule étant abandonné sans vitesse, pour t = o on doit 
avoir v = o d'où B = o et, par suite : 

6 ==: A C08 \/ït 

D^ailleurs pour i = o on a 6 = Oo d'où 

A = 6'j 

et ainsi 

qui montre bien que l'amplitude du mouvement harmonique est 0^ et 
qu^tinsi • varie entre — 6^ et 6,. 

La période T c^est-à-dire la durée d'une double oscillation est telle 
qu'en remplaçant t par ^ + T l'angle 9 et sa dérivée 6' ne doivent pas 
changer, ce qui exige que l'arc augmente de Ssr 

d'où 

^ 9 

La durée d'une oscillation simple est wV/-. On voit que cette 

^ 

durée est indépendante de Pangle d'écart, ce qui s'exprime en disant 
que les petites oscillations du pendule sont isocki^ones^ admirable 
propriété découverte d'abord par Galilée. 

C. — Exei^cices. 

210. Oscillations de grandeur quelconque. — On peut 
appliquer la méthode du § 208 quelle que soit Tamplitude des oscil- 
lations. Supposons donc que l'angle d'écart \ soit quelconque et que 
le pendule soit lancé avec une vitesse quelconque %, 

La vitesse t? à un instant quelconque est donnée par la formule 
générale : 

r» = ro^ + 2 flF (2 - zo) (14) 



L 
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Or ici : 
d'où : 



Z ss / COS Zo =^ l COB ^o 

pï ^ To^ -t- 2 ^ Z (cos — cos Oo) 

Par la méthode du § 208 ou pourrait poursuivre la solution et 
trouver Péquation qui lie Pangle 6 au temps. Mais cela nous condui- 
rait trop loin. 

210 bis. Tension du fil. — Mais nous pouvons, quels que soient 
rëcart initial o„ et la vitesse initialei;o trouverla réaction Nde la courbe. 
La composante normale du poids du mobile est mg cos 6. La compo- 
sante normale agissant sur le point rendu libre par Tadjonction de la 
réaction est : 

Wl gr C08 8 — N 

si on compte les forces positives dans le sens centrifuge. 

Mais nous savons (§ 134) que, dans un mouvement circulaire de rayon 
/, la force normale est centripète et égale à 



m v^ 



On a donc ici 



v^ 



— my— m^co3 9--N 



d'où XT t'' I A /IKX 

La pression sur la courbe, si elle était matérielle aurait la même 
valeur, mais serait centrifuge. Ici, cette force se traduit par une ten- 
sion exercée sur le fil qui supporte le point matériel formant le 
pendule. L'équation (15) à l'aide de celle (14) donne cette force ex- 
plicitement pour chaque inclinaison 9. Son expression est : 

N = m -j- H- w ^ (3 COS — COS Oo) 

Le maximum de la tension a lieu quand le mobile passe par la 
verticale au point le plus bas de la circonférence. Il est: 

maiimum — — f- m ^ (8 — COS Oo) 

Au repos cette tension ne serait que m g. 
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211. La gravité terrestre à diverses latitudes. — Repré- 
sentons-nous (fig, 50) la terre comme sphérique de rayon a. Elle 
tourne d'un mouvement uniforme diurne autour de la ligne des 
pôles PP'. Soit EE' Péquateur ; soit A un point matériel de masse m 
posé sur le sol, à la latitude a c'est-à-dire en un point où la verticale 




Fig. 60. 

A fait l'angle a avec Péquateur. Par suite du mouvement de la 
terre, le point A décrit un cercle de rayon /* = A K égal à sa distance 
à la ligne des pôles, d'un mouvement uniforme. La force nécessaire 
pour cela est dirigée suivant AK et est égale (§ 134) à mw^r, w étant 
la vitesse angulaire diurne de la terre. 

Mais le point A est soumis : 

!• A l'attraction de la terre que nous avons jusqu'ici confondue avec 
la pesanteur mg^ mais qui en diffère un peu, comme nous allons le 
voir, à cause de la rotation de la terre. Appelons donc mg^ l'attrac- 
tion de la terre dirigée suivant la verticale A 0. 

2*) A la réaction R du sol. 

Il peut donc être regardé comme libre sous l'action de la résul- 
tante de ces deux forces. Cette résultante est ainsi identique à la force 
centripète m <d' r dirigée suivant r qui fait décrire au point son mou- 
vement circulaire et Ton a l'équipoUence : 
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Ce que nous mesurons avec la balance et ce que nous appelons, 
par suite, poids mg d'un point matériel de masse niy c'est la pression 
verticale que ce point exerce sur le plateau de la balance c'est-à-dire la 
composante verticale de la pression égale, en valeur absolue, à la réac- 
tion R qu'il éprouve de la part de la balance en équilibre ou de la 
part du sol si c'est sur le sol qu'il repose en équilibre. Donc, on a, en 

grandeur : 

'S-^mg (16) 

en appelant N la projection de R sur la verticale A. 

D'après cela, projetons TéquipoUence ci-dessus sur la verticale AO 
en comptant positivement les projections centripètes et observant que 
l'attraction mgt est dirigée suivant cette verticale. On aura : 

— N + mp4 z:^fnti>^ r ces a m: m «o^ a cos^ « 

ou, en vertu de (16) : 

— mg-{-mgi=m(a*a ces* a 

d'où : 

g=^gi — w^ a cos^ a 

La force û>> a cos^ a se nomme la force centrifuge due à la rotation 
de la terre. La gravité g est égale à l'attraction de la terre moins la 
force centrifuge due à sa rotation. 
On peut encore écrire : 

g — gi 2 2^<î082a (17) 

C'est ainsi que la gravité g croit légèrement avec la latitude a, parce 
que la force centrifuge décroît de Péquateur aux pôles. On trouve 
numériquement, d'après les observations faites : 

^ = 9"» 806069 — 0-025028 cos 2 « (18) 

Le pendule à secondes. 
La fonuule : 

qui donne la durée d'une oscillation simple d'un pendule, montre 
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que la longneur / d'un peiulule à secoAdos en un lieu où la gravité 
est g est donnée par la formule : 

* ^^ 'i 

HT* 

d'où, pour la longueur du pendule à secondes à la latitude a. 

/ _: 0-993563 — 0"»002536 ces 2 a 



Exercices proposés. 



w^a 



1) Calculer le coefficient -— du second terme de la formule (17) 
du § 211, sachant que le rayon de la terre est : 

a = 6371103 mètres. 

2) On veut faire gravir à un poids P une rampe faisant Tangle a 
avec rhorizontale, en lui appliquant une force F dans une direction 
faisant Pangle p avec le plan incliné, cet angle compté positivement 
au-dessus du plan. — L'angle du frottement est ^ et le coefficient de 
frottement ^/= tang 9. 

Quelle doit être la force F? 

1" Lorsque le corps partant du repos, on veut lui imprimer un mou- 
vement uniformément accéléré d'une accélération c jusqu'à ce qu'il 
ait acquis une vitesse normale Do . 

2'' Pour maintenir ensuite cette vitesse. 

3** Quel doit être Pangle a pour que la force F à employer soit la 
plus petite possible ? 

4** O^ielle doit être l'accélération c pour que le corps ait atteint la 
vitesse après to secondes de marche ? 

5** Quelle doit-elle être pour qu'il ait atteint cette vitesse après un 
parcours de L mètres ? 

3) Résoudre le problème 2"* à la descente. 

4) Résoudre le problème 1" à la descente en remplaçant le mouve- 
ment uniformément accéléré par un mouvement uniformément re- 
tardé jusqu'à arrêt ou extinction de la vitesse Vo, 
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5) Résoudre les problèmes analogues à 4^ et 5® à la descente. 
Applications : 

P = 500kg8. ro = 4»,00, L = 18»,00. (o=55". r=l' 






CHAPITRE XVI 



DIGRESSION SUR LA THÉORIE DES MOMENTS 



A. Moments par rapport à un point. 

21S. Définition. — 213. Remarques. — 214. Moment résultant* — 215. Vecteurs con- 
courants. — 216. Couples. — 217, Tbéorème. 

B. Moments par rapport à un axe. 

218. Définition. — 219. Remarques. — 220. Théorème. — 221. — Projection d'un moment 
résultant. — 222. Cas d'un couple. — 223. Cas de vecteurs concourants. — 224. Expres- 
sions des moments d'un vecteur rapporté à dos axes de coordonnées. 
Exercices. 

A. Moments par rapport à un point. 

212. Définition. — On appelle moment d'un vecteur Zi=iB 
(fig. 51) par rapport à un point quelconque de Pespace, un autre 








Fig. 61. 

vecteur Om normal au plan du triangle OAB, dont la longueur 
représente le double de Paire de ce triangle, soit le produit /xOP 

18 
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du yecteur par sa distance au point et dont le sens est tel qu^un 
observateur placé suivant Om voit le vecteur / dirigé de sa gauche 
vers sa droite, c'est-à-dire suivant la marche des aiguilles d'une 
montre (*), 

Un observateur placé suivant AB, la tête vers la flèche B, verra aussi 
Om à sa droite . 

La perpendiculaire OP se nomme le bras de levier du vecteur 
relativement au point ou le bras de levier du moment. 

Nous désignerons le moment d'un vecteur l par rapport à un 
point par la notation Mo Z, en sorte qu'on a, par définition, Téqui- 
pollence 

Om = Mol (1) 

213. Remarques. — De la définition qui précède résultent im- 
médiatement les conséquences suivantes : 

i°) On ne change pas le moment Om d'un vecteur l en déplaçant 
ce vecteur suivant sa propre direction ; 

^ Si on change le sens du vecteur sans lui faire quitter sa direc- 
tion, son moment changera aussi de sens; 

3** Si on amplifie un vecteur dans le rapport Ar : 1, son moment 
relativement à tout point de l'espace est amplifié dans le même rap- 
port, en sorte qu'on a l'équipoUence : 

étant entendu que les deux vecteurs / ei kl sont placés sur la même 
droite indéfinie ; 

4" Pour que le moment d'un vecteur soit nul relativement à un 
point 0, il faut et il suffit que la droite indéfinie sur laquelle le vec- 
teur est placé passe par ce point. 

On voit ainsi que Tétude des moments permettra d'exprimer les 
conditions pour qu'une droite indéfinie passe par un point. 

(*) On pourrait aussi bien, si on le jugeait plus commode, adopter la couTention con- 
traire. 



-275 — 



214. Moment résultant. — Si on considère un système de vec- 
teurs, de quelque façon qu'ils soient distribués dans Pespace, leurs 
momenis relativement à un point 
forment un faisceau de vecteurs 
issus de ce point. La résultante de 
ce faisceau se nomme le moment 
résultant des vecteurs considérés, 
relativement au point 0. Donc, par 
définition, le moment résultant 
d'un système de vecteurs relative- 
ment à un point est la somme géo- 
métrique des moments de ces vec- 
teurs par rapport à ce point. En 
appelant (fig. 52). 

OiTtf, \Jin2n 0)W3« • • • • 

les moments des vecteurs non indiqués dans la figure et quelconques 
dans l'espace : 

hi hi h 

par rapport au point et Or leur moment résultant, on a, par dé- 
finition, l'équipollence : 




Or= Om< + 0m2+ Om3 + . • -..^S^Moi 



(3) 



215. Vecteurs concourants. — Théorème. — Le moment 
résultant relativement à tout point de l'espace^ de vecteurs issus 
d'un point ou dont les directions prolongées sont concourantes^ 
coïncide avec le moment de leur résultante^ relativement à ce 
point. 

Si R est la résultante et l Pun des vecteurs, le théorème se traduit 
par cette équipoUence : 

MoR ==: S^MoZ (4) 

Nous pouvons toujours admettre que les vecteurs sont issus d'un 
même point, puisque, s'il en était autrement, leurs directions étant 
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concourantes, on pourrait, sans changer leurs moments (§ 213) les 
transporter en leur point de concours. 
Soient donc : 

l^=:AB^, Zj — ABa, /g — A B3 

trois vecteurs issus du point A, et 

R = AS 



leur résultante (fig. 53), en sorte que : 



(5; 




Fig. 88. 

Soit un point quelconque de l'espace. Menons, par ce point, le 
plan (P) normal à la droite AO ; projetons le faisceau des lignes / et 
leur résultante R sur le plan (P) et désignons par des lettres accen- 
tuées les vecteurs projetés. Nous savons que la projection de la résul- 
tante coïncide avec la résultante des projections, soit : 

R' == S^r (6) 

Observons maintenant que les moments 



0„4, 0„2. 0„.3, Or 



(a) 
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des vecteurs respectifs 

/<, lit ^3» ^ W 

sont, par définition, normaux aux plans projetants de ces vecteurs 
sur le plan (P). Ils sont donc : 

P) Situés dans le plan (P). 

2^) Perpendiculaires aux projections respectives : 

3o Placés de façon telles que, pour les obtenir en direction, il suffit 
de faire tourner d'un angle droit le faisceau des projections (6') de 
gauche à droite pour un observateur placé suivant OA les pieds en 
et la tête du côté A. 

Je dis, de plus, que les lignes du faisceau (a) formé par les mo- 
ments, et les lignes correspondantes du faisceau (6') formé par les 
projections sont proportionnelles et peuvent, par suite, à des échelles 
convenables, être regardées comme égales. 

En effet, les moments (a) représentent respectivement les doubles 
des triangles 

AOBi, AOBa, AOB3, AOS 

qui ont la base commune AO et sont, par suite, proportionnels à leurs 
hauteurs. Or ces hauteurs ne sont autres que les projections (6). 

Ainsi, le faisceau (a) des moments peut être considéré comme 
identique, à l'échelle du dessin près, à celui (6) des projections, 
comme étant ce dernier qu'on a fait tourner d'un angle droit. Donc, 
l'équipoUence (6) équivaut à celle : 

ou 

MoR == S^ fdol 

qui était à démontrer. 

216. Couple. — On appelle couple un système de deux vecteurs 
égaux, parallèles et de sens contraires. La distance entre les deux 
vecteurs se nomme le bras de levier du couple. 
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Si Pun des deux vecteurs d^un couple est désigné par /, nous 
désignerons souvent Tautre, soft par Z'=/, soit par — /. 
Tout couple (âg. 54} détermine un paralléiogramme ABCD. 



r 



O 



■^ 



B 



K 



D 



r 



■c 



Fig. 51. 



On appelle axe d'un couple^ une normale Oc à son plan, repré- 
sentant, à une échelle convenue, Paire du parallélogramme que déter- 
mine le couple et dirigée d'un côté tel qu'un observateur placé sui- 
vant Oc, le point étant supposé à Pintérieur du parallélogramme, 
voie les deux vecteurs du couple dirigés de sa gauche vers sa droite. 

Remarque, — L'axe d'un couple est défini en grandeur, direction 
et sens, mais non en position. Il peut être déplacé parallèlement à 
luinnême d'une manière quelconque. 

217. Théorème. — Le moment résultant de deux vecteurs 
formant un couple^ relativement d un point quelconque de l'es- 
pace est constant en grandeur ^ direction et sens et égal à Vaxe 
du couple placé en ce point. 

Soient (fig. 55) Z=AB et /'=:/ = CD, deux vecteurs formant un 
couple et un point quelconque de l'espace . 

Représentons-nous le plan du couple comme un plan horizontal de 
projection et prenons pour plan vertical de projection le plan mené 
par le point normalement aux deux vecteurs. Soient XY la trace 
des deux plans ou la ligne de terre et a et of les points où elle est ren- 
contrée par les deux vecteurs. 



«'■^i 

l**"! 
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On voit qu6 les moments Om et Om' des doux vecteurs / et i' sont 
dans le plan vertical de projection^ perpendiculaires aux deux 
projections verticales Oa et Od des triangles OAB et OCD et disposés 
comme l'indique la figure, en raison des sens AB et CD des deux vec- 
teurs du couple. 







.m' 



lA 



Fig. 65. 

Soit Oc leur résultante, c'est-à-dire le moment résultant des deux 
vecteurs ou la diagonale du parallélogramme construit sur Om et 
Qm\ On a, par définition : 

0,» = ABX0a=/X0a 

Par suite, les deux triangles Orne QiOad sont semblables comme 
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ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels, à savoir : 
Pangle en m du premier, égal à Pangle en du second, comme 
ayant leurs cotés respectivement perpendiculaires et de plus. 



Cm W£ , 

Oa ~ Orf "■ 

De là résulte que le troisième côté Oc de l'un est perpendiculaire 
au troisième coté aof de l'autre, c'est-à-dire que Oc est normal au 
plan du couple. 

De plus, la proportionnalité des troisièmes côtés donne 

Oc_Om_. 
a d G a 

Oc = /Xarf = aireABCD 



OU 



Ainsi, en grandeur et direction le moment résultant Oc est l'axe 
du couple et la figure montre qu*il a aussi le sens de cet axe. 



B . — Moments par rapport m,, 
à un axe, 

218. Définition. — On 

appelle moment d'un vecteur 
par rapport à un axe, le mo- 
ment de la projection du vec- 
teur sur un plan perpendi- 
culaire à l'axe par rapport 
au point où l'axe perce ce 
plan. 



(p) 




m 



Fig. 56. 
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Ainsi, soit (fig. 56) / = AB un vecteur et z' z un axe quelconque. 
Projetons le vecteur en V = ah sur un plan (P) perpendiculaire à 
Paxe et soit 0' le point où Taxe perce le plan. Le moment de / par 
rapport à Paxe z' z est, par définition, en grandeur, direction et sens 
le moment O'm' de X par rapport au point 0'. 

219. Remarques.— Nous le désignerons par la notation M^. /, en 
sorte qu'on a PéquipoUence 

0' in! =:}lozl = Mo' l' (1) 

Dans cette notation^ le point 0' est quelconque sur Paxe. 
De cette définition résulte les conséquences suivantes : 

a) Les remarques 1"*, 2**, 3* du § 213 relatives à un moment par 
rapport à un point subsistent pour les moments par rapport à un 
axe; 

b) En grandeur, le moment d'un vecteur l par rapport à un axe 
est le produit Ixp de la projection du vecteur l sur un plan per- 
pendiculaire à Paxe par la plus courte distance entre le vecteur et 
Paxe. Car la plus courte distance DP =jo, perpendiculaire commune 
à Paxe et au vecteur l et, par suite, parallèle au plan (P) se projette 
en vraie grandeur sur ce plan et de plus se projette suivant la per- 
pendiculaire O'P' à r. Car Pangle droit DPB ayant un de ses côtés 
parallèles au plan de projection (P) se projette en vraie grandeur. 

c) Pour que le moment soit nul, il faut et il suffit que la projec- 
tion r soit nulle, c'est-à-dire que / soit parallèle à Paxe ou que la 
plus courte distance p soit nulle, c'est-à-dire que le vecteur ren- 
contre Paxe. Il faut donc et il suffit que le vecteur et Paxe soient 
dans un même plan. 

Le moment d'un vecteur par rapport à un axe fournit ainsi le 
moyen d'exprimer la condition pour que deux droites de Pespace se 
rencontrent. 

rf) En direction, les moments de tous les vecteurs de Pespace 
relativement à un axe sont dirigés suivant Paxe, les uns dans un 



— ^82 — 

sens, los autres en sens inverse* On peut donc chaque fois^u^on le 
juge commode, au lieu de regarder les moments d\ia système de 
vecteurs par rapport à un axe comme étant eux^^nèmes des vecteurs, 
les regarder comme des grandeurs algébriques en leur attribuant 
un signe. Pour cela on prend sur Paxe un sens conventionnel z:; 
pour sens positif. Alors tous les moments qui tombent dans ce sens 
sont positifs. Cela revient à dire qu^un observateur se place suivant 
Paxe, le sens /^ de Taxe allant des pieds de robservateur à sa têie 
et le moment d'un vecteur l est positif ou négatif suivant que Pobser- 
vateur voit la projection t de gauche à droite ou vice versa ou 
suivant qu^il a la flèche de /' i sa droite ou à sa gauche. 

Le moment d'un vecteur par rapport à un axe est ainsi le produit 
Ixp affecté du signe qui vient d'être indiqué. 

Tantôt nous regarderons ces moments comme des vecteurs, tantôt 
et le plus souvent, comme des grandeurs algébriques. 

e) Le moment d'un vecteur perpendiculaire à un axe est en gran- 
deur le produit du vecteur lui-même par sa plus courte distance à Paxe. 

f) Les moments de vecteurs tous situés dans un plan, relativement 
à un point du plan, coïncident avec leurs moments par rapport à 
Taxe perpendiculaire au plan issu de ce point. On peut donc faire^ 
pour les moments de vecteurs situés dans un plan par rapport aux 
divers points du plan, ce que Ton fait pour les moments relatifs à des 
axes, c^est-à-dire les regarder, chaque fois qu'on le juge plus com- 
mode, comme des grandeurs algébriques au lieu de les regarder 
comme des vecteurs. Un observateur se place en un pointdu plan nor- 
malement à ce point et d'un côté convenu du plan. Tous les vecteurs 
qu'il voit diriges de sa gauche à sa droite ont leurs moments relati- 
vement au point où il s'est placé, positifs, et ceux qu'il voit dirigés en 
sens contraire ont leurs moments négatifs. A ce point de vue, le 
moment d'un vecteur appartenant à un système de vecteurs tous situés 
dans un plan, par rapport à un point du plan est le produit du vecteur 
par sa distance au point, ce produit étant compté positivement ou 
négativement suivant la convention qui vient d'être indiquée. 
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2Î0. Tbéorème. — Les moments d'un vecteur par rapport d 
tous les points d'un axe ont mêmes projections en grandeur et 
sens sur l'axe, La valeur commune de ces projections est le 
moment du vecteur par rapport à l'axe. 

Reprenons la figure 56 (p. 280). Soit 0/n le moment du vecteur 

AB =z Z par rapport à un point quelconque de Taxe s'z et soit Om^, 

sa projection sur l'axe. Si on désigne par i Pangle aigu de O/n ave c 

l'axe, on a : 

m^ = m cos i 

Mais Om représente le double de Paire du triangle OAB, de sorte 
que : 

w< «= 2 X A B X ces I 

D'ailleurs l'angle i que fait la normale au plan A B avec la nor- 
male y ^ au plan (P) est le même que l'angle de ces deux plans. Donc 
le seeond nombre de Péquation ci-dessus est le double de la pro- 
jection du triangle OAB sur le plan (P) ou le double du triangle 
O'aô, soit: 

Ow<=2xO'«i=:Z'Xp = OOT' 

Enfin, un observateur placé suivant AB a les deux vecteurs Om et 
0/n, à sa droite, de même que, placé suivant a6, il a Om' à sa droite. 
Donc Om, est de même sens que m', 

221. Projection d'un moment résultant. — THéoRBME. 

La projection du moment résultant d'un système quelconque 
de vecteurs relativement à un point de l'espace sur un axe 
(juelconque u îssu de ce point est égale à la somme algébrique 
des moments de ces vecteurs par rapport à cet axe. 

Soient (fig . 57) : 

Ojw,, Ootî, Ofli3, etc 

les moments relativement à un point d'un système quelconque de 
vecteurs et r leur moment résultant, en sorte que 



Or = 0m4 + 0^2 + Orna + r= S^Moî 
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Projetons cette équipollence sur un axe Ou issu de et d'ailleurs 




Pig. M. 

quelconque. La projection de Or est la somme algébrique des projec- 
tions de Oni^^ 0/7? j, O/nj..,. c'est-à-dire, en vertu du théorème pré- 
cédent, la somme algébrique des moments des vecteurs considérés 
par rapport à Paxe Ou. On a donc: 

(0 r)n = JlUoul 

222. Cas d'un couple. — De là et des théorèmes des §§ 217 et 
218, on déduit les théorèmes corrélatifs suivants : 

1** La somme algébrique des moments relativement à un a^e 
quelconque de deux vecteurs formant un couple est égale à la 
projection sur cet a^e de Vaxe du couple. 

D'où résulte : 

a) Cette somme algébrique est la même pour tous les aœes 
parallèles; 

b) Elle est maximum et égale à Vaxe du couple pour des a^es 
perpendiculaires au plan du couple. 

c) Elle est nulle pour des axes parallèles à ce plan. 

223. Cas de vecteurs concourants. — THÉORfeaiE. — Le mo- 
ment de la résultante d'^un système de vecteurs issus d'un même 
point ou dont les directions indéfinies concourent en un même 
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point est égal à la somme algébrique des moments de ses coirêpo^ 
santés.. 
En effet, si des vecteurs : 

* 

sont concourants et qu^on nomme R leur résultante, nous avons vu 
que le moment de la résultante R relativement à un point quelconque 
de Pespace est égal à la somme géométrique des moments des com- 
posantes, soit: 

Mo R = S/fM-ol 

Projetons cette équipollence sur un axe quelconque Ou issu de 0, 
en observant que la projection des moments relatifs au point sont 
les moments relatifs à Paxe u, on aura : 

Mo» K ^ S Mo» l 

Corollaire. — Les moments de vecteurs tous situés dans un plan 
par rapport à un point du plan étant égaux à leurs moments par rap- 
port à un axe normal au plan, on a cette proposition. 

TnÉORÈMB. — Le moment de la résultante de vecteurs concou- 
rants tous situés dans un plan relativement à un point du plan 
est égal à la somme algébrique des moments des composantes. 

224. Expression des moments d'un; vecteur rapporté & 
des axes de coordonnées. — Problème I. — Soit Z= ÀB un vec- 
teur défini : 

!•) Par les coordonnées x^ y^ s de son origine A rapportée à un 
système de trois axes rectangulaires Or, Oi/, 0^ que nous supposons 
disposés comme à Pordinaire c'est-à-dire de façon qu'un observateur 
couché suivant le demi-axe positif Ox les pieds en et regardant Oy 
ait Os à sa droite. 

2^) Par ses composantes Ix^ Irj Iz parallèles à cet axe. 

On demande de trouver les expressions des moments de / relati- 
vement aux trois axes de coordonnées. 

Cherchons cette expression pour Taxe des s. Supposons (fig. 58) 
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que le plan du papier soit le plan des x y e% représenlons-^ious ce 
plan comme horizontal, le demi-axe positif O2 étant vertical ascen- 
dant. Alors, diaprés Torientation supposée ^des axes, les axes 0«r, Oy 
sont disposés comme l'indique la figure. 
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Le moment de / par rapport à Taxe Oa perpendiculaire au plan 
des xy est, par définition, le moment de la projection t de l sur ce 
plan par rapport au point 0. 

Mais la projection V de / est la sommo géométrique des projections 
de ses composantes /«., Z^, Z-. 

La projection de U est nulle ; les deux autres composantes se 
projettent en vraie grandeur, de sorte que r est la diagonale du rec- 
tangle construit sur Zj., Z» à partir du point A' projection de l'ori- 
gine A du vecteur l. Les coordonnées de A' sont ./; et y. 

Cela étant, le moment de /' par rapport au point est (§ 223) la 
somme algébrique des moments de ses composantes /j., ly. Si on pro- 
longe ces vecteurs jusqu'à leurs rencontres avec les axes respective- 
ment en é et a, on voit qu'en valeur absolue le moment de /^ est le 
produit IxX b ou y /j.. Mais un observateur placé suivant 0^ voit 
le sens du vecteur Ix de droite à gauche c'est-à-dire en sens inverse 
des aiguilles d'une montre. Donc (§ 219) le moment, en grandeur et 
signe, est — y Ix. On verrait de même que celui de ly est + x ly^ de 
sorte que le moment cherché est : 

Mo/' =-= Moz î = xly — ylx 
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Le raisonnement s^appuie, il est vrai, sur la figure qui suppose 
les coordonnées et les composantes positives ; mais on vérifierait fa- 
cilement, en prenant les autres cas, que le raisonnement est géné- 
ral. Ainsi, si ly était dirigé dans le sens des y négatifs, sa valeur 
serait négative. Sa valeur absolue serait la grandeur positive — /> . 
Son moment en valeur absolue serait — x ly. Mais comme l'obser- 
vateur placé en verrait son sens de droite à gauche son moment 
en valeur absolue devrait être précédé du signe — , ce qui donnerait 
encore x ly. On vérifierait ainsi que la formule subsiste dans tous 
les cas. 

De la formule ci-dessus, par permutation tournante, on tire les 
suivantes : 

Moj: l = y h — Z ly 

Mojr l^^ Z Ix X h 

Moz l '=^ X ly — y Ix 

Ces formules se retiennent facilement et plus facilement encore en 
les mettant sous forme de déterminants. 
Ainsi la première équivaut à : 



Moar ' — 



y X, 

h Iz 



Sous cette dernière forme on ne risque pas de se tromper de 
mémoire en ce qui touche les signes; car on n'a qu'à écrire les coor- 
données et les composantes sur deux lignes : 

X y z 

Ix t'y Iz 

et prendre les trois déterminants partiels. 

Problème II. — Trouver le moment de l par rapport au point 0. 

Les projections de ce moment sur les trois axes sont précisément 
(§ 220) les moments relativement à ces axes que nous venons de trou- 
ver. Donc, si, sur les trois axes (fig. 59) on porte ces moments : 0„^^ 
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0;„2, Ow„ le moment cherché sera la diagonale m du parallëlipi- 
pède construit sur ces trois longueurs comme arêtes. 




Fig. 69, 

Problème III. — Trouver le moment de l par rapport à un axe 
quelconque Ou issu de 0. 

Ce moment est la projection 0^' de 0^ sur l'axe Ou ou la somme 
algébrique des projections des moments 0,,^, O^o, O^s. 



Exercices. 

1. Démontrer que le moment résultant d'un système quelconque 
de couples est constant en grandeur, direction et sens relativement 
à tous les points de Pespace etéquipoUentàla résultante des axes de 
ces couples. 

2. Démontrer que le moment résultant d'un système de vecteurs 
dont la somme géométrique est nulle est constant en grandeur, direc- 
tion et sens relativement à tous les points de l'espace. Si donc, ce 
moment est nul relativement à un seul point, il l'est relativement à 
tout autre point. 

3. Démontrer que deux systèmes de vecteurs qui ont même somme 
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géométrique et mêmes moments résultants relativement à un seul 
point de l'espace ont mêmes moments résultants relativement à tous 
les points de Pespace. 

4. Démontrer que la somme des moments d'un système quel- 
conque de vecteurs relativement à des parallèles à la direction de la 
droite qui ferme leur polygone est constante et moindre en valeur 
absolue que cette même somme pour toute autre direction d'axe. 

5. Démontrer que si les sommes algébriques de projections d'un 
système de vecteurs sur trois axes de coordonnées sont nulles, ainsi 
que les sommes algébriques de leurs moments relativement à ces 
axes, les mêmes propriétés existent à l'égard d'un axe quelconque de 
Tespace. 

6. Démontrer que si deux systèmes de vecteurs ont mêmes sommes 
algébriques de projections sur trois axes de coordonnées et mêmes 
sommes algébriques de moments relativement à ces axes, les mêmes 
propriétés existent à l'égard d'un axe quelconque de l'espace. 
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CHAPITRE XVII 



CONDITIONS D'BQnUJBRE 
COMMUNES A TOUS LES CORPS 



3â«1. Composition et déoocnpo^tioii de foroos appliqa^s en un point d'un corps. — i96« 
Forces égales et opposées appliquées en deux points d'un corps. — 227. Résistance à la 
rupture. — 228. Ce que peuvent deax forces égales et opposées appliquées en deux points 
d'un corps. — 229. Ce qu'elles ne peuvent pas* — 230. Leurs effets sur des solides 
invariables et des solides naturels. — 231. Ligne d'action d'une force. — 232. Lemme. — 
233. Réduction d'un système do forces appliquées à un solide invariable. — 234. Pro^ 
priétés des deux résaltantos. — 235. Ëquiiibre. — 236» Conditions d'équilibre des solides 
invariables. — 237. Ces conditions sont nécessaires pour tous les corps naturels. — 238. 
Les six conditions universelles d'équilibre. — 239. Forces concourantes, — 240. Forces 
situées dans un plan. — 241. Moments par rapport à un plan. — 242. Foi>ces paralUles. — 
243. Cas particulier de deux et trois forces. — 244. Signification des conditions univer- 
selles d'équilibre. — 245. Méthode de la statique. — 246. Application aux corps solides 
naturels. — 2i7. Définition mécanique des solides naturels. — 248. Leurs conditions 
d'équilibre. 



225. Composition et décomposition de forces appliquées 
en un point d'un corps. — Dans les applications de la mécanique 
aux corps naturels on néglige les dimensions des atomes, ce qui 
revient à assimiler ces atomes à des points matériels . 

Les forces appliquées en l'un quelconque de ces points peuvent 
donc être composées ou décomposées suivant les règles du polygone 
des forces. En particulier, si deux forces appliquées en un point d'un 
corps sont égales et directement opposées, leur résultante étant 
nulle, on peut les supprimer, de même qu'on peut adjoindre deux 
pareilles forces à d'autres agissant déjà au point considéré sans 
changer en rien l'état du corps. 

226 . Forces égales et opposées appliquées en deux points 
d'un corps. — Mais envisageons deux forces égales et directement 
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opposées appliquées en deux points différents Aet B d'un corps, 
c'est-à-dire deux forces dirigées l'une et l'autre suivant la droite A B 
qui joint leurs points d'application, égales entre elles et de sens 
opposés. 

Ces lorces se détruisent-elles? Peuvent-elles aussi être supprimées 
ou adjointes à d'autres forces agissant sur un corps sans que Tétat 
du corps soit modilié ? Il est évident que non. Nous Tavons déjà vu 
au § 138. 



d 



-'-'7-'-'- 




B„B F. 



F A A 







Fig. 60. 



Considérons, par exemple (fig. 60), une lame d'acier courbe très 
flexible comme une lame de ressort A^ C^ B^,. Supposons qu'en ses 
deux extrémités A^ et B^,, suivant la ligne A^ B^,, on applique deux forces 
égales et opposées F et F,. Si ce sont des forces de compression, 
c'est-à-dire si elles sont dirigées l'une vers l'autre comme sur la 
figure, elles rapprocheront les deux extrémités de l'arc et le som- 
met Cq de celui-ci se relèvera. Mais à mesure que sa courbure 
augmente son élasticité le fera résister (§ 147) de plus en plus à une 
nouvelle déformation, de sorte qu'arrivé dans une certaine position 
telle que AGB, il s'arrêtera. Si les deux forces égales F prenaient un 
nouvel accroissement, les points A et B se rapprocheraient encore ; 
mais il arriverait un moment où l'arc ne pouvant pas plier davantage 
sans se rompre, se briserait. 

Ainsi, voilà deux forces égales et opposées qui, loin do se détruire 
comme au cas où elles sont appliquées en un même point, sont ca- 
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pables de produire d'abord une grande déformation d'un ressort et 
finalement de le briser. 

Si les deux forces étaient des tractions^ c'est-à-dire dirigées de 
façon à se fuir, elles écarteraient Pune de l'autre les deux extrémités 
de Tare AoC«Bo. Le sommet s'abaisserait et Parc finirait par arrivera 
la terme rectiligne à moins qu'il se brise auparavant. 

227. Résistance à la rupture. — Considérons encore un fil 
d'acier rectiligne d'un millimètre carré de section. A ses deux extré- 
mités appliquons suivant l'axe du fil deux forces de traction. Avec 
de l'acier doux, de structure courante, l'expérience prouve que, si la 
valeur des deux forces dépasse 40 kilogrammes, le fil se rompra. On 
dit de l'acier dont il s'agit que sa charge de rupture ou sa résis- 
tance à la rupture est de 40 kilogrammes par millimètre carré . 

Avant de se rompre, il s'allongera progressivement si les deux 
forces égales et opposées qui lui sont appliquées croissent elles- 
mêmes progressivement depuis zéro jusqu'à la charge de rupture et 
son allongement pourra atteindre jusqu'à 15 ou 200/0 de la longueur 
primitive du fil. 

Il y a des aciers bien plus résistants dont la résistance à la rup- 
ture va jusqu'à 100 et même 150 et 200 kilogrammes par millimètre 
carré ; mais c'est aux dépens de la ductilité^ c'est-à-dire qu'ils 
s'allongent beaucoup moins avant de se rompre. Ils se brisent 
comme du verre sans allongement sensible. 

Le fait, pour un métal de s'allonger sensiblement avant de se 
rompre, est une précieuse qualité, puisque l'allongement est un 
avertissement qu'on s'approche de la rupture. Les aciers à haute 
résistance, mais dont la résistance est acquise aux dépens de la 
ductilité se rompent donc sans signe avertisseur, ce qui est très 
dangereux. 

Quel que soit le corps auquel on appliquera ainsi, en deux de ses 
points, deux tractions égales et opposées, quelle que soit la matière 
dont le corps est formé et quelles qu'en soient la forme et les dimen- 
sions, si l'on augmente suffisamment la valeur commune des deux 
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forces, on finira par le briser. Quand celles ci auront atteint une 

valeur suffisante, il arrivera qu'au point le moins résistant de Tinté^ 
rieur du corps, il se formera une petite fissure qui, par Paccroisse- 
ment des deux tractions, se propagera jusqu^à ce qu^une section 
traversant tout le corps se soit produite. Alors chacune des deux 
forces égales emportera la partie du corps à laquelle elle sera appli- 
quée. 

De même, on peut rompre n'importe quel corps à Paide de deux 
forces égales et opposées de compression. Par de pareilles forces 
deux à deux égales et opposées on peut arriver à pulvériser la pierre 
la plus dure. 

Lorsqu'on creuse dans le rocher un trou de mine pour Pexploi- 
tation d'une carrière et qu'on charge ce trou d'un explosif, poudre 
ou dynamite qu'on enflamme, les forces qui font éclater la pierre 
sont les pressions égales et opposées que les gaz nés brusquement 
de l'inflammation exercent sur les points diamétralement opposés du 
trou de mine. 

Quand on a provoqué une fente dans un corps et qu'on cherche à 
le rompre en écartant les lèvres de la fente, on fait la môme opéra- 
tion. Ce sont des forces égales et opposées qu'on produit. Appliquées 
en un même point elles n'auraient pas d'efl'et. Appliquées sur les 
deux lèvres qu'on veut écarter, elles produisent l'efl'et qu'on désire. 

228. Ce que peuvent deux forces égales et opposées 
appliquées en divers points d'un corps. — Concluons donc que 
deux forces égales et opposées appliquées en deux points d'un corps : 

i" Si elles dépassent certaines limites brisent les corps les plus 
durs. 

2^ Si elles n'atteignent pas ces limites, elles déforment plus ou 
moins ces mêmes corps et modifient leur état intérieur de façon à 
les prédisposer à la rupture. 

3"* Que si cela est vrai pour des corps solides plus ou moins durs, 
cela est à plus forte raison vrai pour des pâtes molles qui n'offrent 
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({ue de faibles résistances à la rupture et pour les fluides qui n^en 
offrent à peu près aucune à la traction et à la déformation. 

4** Qu'ainsi toutes les fois que Von a à se préoccuper de Vétat 
intérieur des corps il n'est pas permis de négliger les effets d'une 
paire de tractions ou de compressions égales et opposées. 

229. Ce qu'elles ne peuvent pas. — Mais ce que deux forces 
égales et opposées, et ce qu'un nombre quelconque de paires de 
forces égales et opposées ne peuvent jamais dans quelque condition 
<|u'on les fasse agir, c'est d imprimer à un corps solide ou non ce 
•que, pour abréger, j'appellerai un déplacement d'ensemble^ c'est-à- 
dire un déplacement sans aucune déformation, un déplacement où 
le corps prendrait des positions successives quelconques dans l'es- 
pace, mais en restant toujours superposable à lui-même, point par 
point. 

Ce fait peut se démontrer en toute rigueur. Mais il faut pour cela 

recourir à la cinématique des figures invariables. C'est une théorie 
<]ui n'est pas dans notre programme. Nous regarderons donc le fait 
comme expérimental. 

Pour les corps solides très massifs et très rigides tels que les blocs 
'de pierre, de métal ou même de bois dur, nous constatons bien que 
des paires de forces égales et opposées appliquées en deux de leurs 
points et même un nombre quelconque de telles paires de forces, 
fussent-elles grandes /)OM/'c>/f qu'elles n'cùllent pas jusqu'à la rup- 
tare comme celles que produisent les explosifs employés dans l'ex- 
ploitation des carrières, ne sont pas capables de leur imprimer un 
mouvement sensible ou de modifier sensiblement le mouvement qu'ils 
possèdent. Et de là nous pouvons conclure que de telles forces ne 
peuvent pas imprimer un mouvement d'ensemble même à des corps 
déformables. 

En effet, si elles pouvaient en imprimer un à un corps déforma- 
ble tel qu'un quadrilatère articulé ou un liquide ou un gaz, ce même 
mouvement subsisterait nécessairement si on venait à solidifier ce 
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corps c^esfr-à-dire sî on concevait ses divers points reliés les uns aux 
autres d^une façon invariable, puisque ce mode de liaison n^oppose* 
rait aucune contrainte au mouvement supposé. Et comme ce mou- 
vement est reconnu impossible sur le corps solidifié, il Pest aussi sur 
le corps défonnable. 

230. Leurs effets sur des solides invariables. — De ce 

que des paires des forces égales et opposées ne peuvent provoquer 
ûu modifier aucun mouvement d'ensemble, de ce qu'elles ne peu- 
vent produire que des déformations, résulte cette conséquence qu'ap- 
pliquées à un corps solide idéal, d'une rigidité infinie, c'est-à-dire ne 
pouvant prendre aucune déformation, elles ne peuvent avoir aucun 
effet soit sur son repos, soit sur son mouvement. Donc, sur un tel 
corps qu'on nonune un solide invariable^ on peut supprimer des 
paires de forces égales et opposées ou en appliquer en des points dif- 
férents comme on le peut pour des forces égales et opposées appli- 
quées en un même point. C'est de ces corps que nous allons d'abord 
nous occuper sauf à examiner dans quelle mesure les résultats obte- 
nus seront applicables à des corps naturels. 

231. Ligne d'action d'une force. — La droite indéfinie sui- 
vant laquelle agit uns force se nomme la ligne d'action. 

332. Lemme. — On peut toujours transporter une force F qui agit 
en un point A d'un corps naturel quelconque en un autre point B de 
ce corps situé sur la ligne d'action de la force pourvu qu'aux points A 
et B on applique une paire de forces égales et opposées ayant pour 
valeur commune la force déplacée. 

Cela est évident . 



F -F B F 



Fig,61. 

Soit (fîg. 61) A le point d'application de la force F et soit B un point 
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quelconque du corps situé sur la ligne d^action de F. Nous pouvons 
(§ 225) appliquer au point B deux forces égales et opposées : Tune F' 
égale et de même sens que F, l'autre — F de sens contraire. Nous 
aurons ainsi transporté la force F en F' en lui adjoignant la paire de 
forces égales et opposées F et — F appliquées respectivement en A 
et B. Voilà qui est légitime quel que soit le corps considéré. 

Mais s'il s'agit d'un solide invariable nous pouvons ensuite suppri- 
mer les deux forces F et — F sans modifier le repos ou le mouvement 
du corps. Donc quand il s'agit d'un solide invariable^ on peut 
transporter le point d'application d'une force en un point queU 
conque de sa ligne d'action^ pourvu que ce point fa^se partie du 
corps ou lui soit invariablement lié. 

233. Rédaction d'un système de forces appliquées à un 
solide invariable. — Théorème I. — Tout système de forces 
appliquées à un solide invariable peut^ d'une infinité de ma- 
nières, être réduit à deux forces dont l'une passant par un point 
arbitrairement choisi dans le corps. 

Soit (fig. 62) A un point choisi à volonté dans le corps. 

Soient B et C deux autres points du corps non en ligne droite avec 
le premier et d'ailleurs quelconques. 

Ceci étant, considérons l'une des forces F appliquées au corps. 
Soit D son point d'application. Nous pouvons toujours décomposer 
cette force en trois autres F^, F„ Fa dont les lignes d'action passent 
par les points A^ B, C. Si le point D est hors du plan A B C la décom- 
position ne peut se faire que d'une manière par la règle du parallé- 
lipipède des forces ; s'il est dans ce plan et hors des droites AB, 
B C, C A, elle peut se faire d'une infinité de manières, parmi 
lesquelles on en choisira une quelconque. 

Si le point d'application D est sur l'un des côtés du triangle ABC 
on le déplace sur la ligne d'action de la force et on rentre dans le 
cas précédent. 

On peut ensuite (§232) déplacer les trois composantes F,, F., F, sur 
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leurs lignes d^actioD respectives de façon à les appliquer l'une en A, 
l'autre en B, la troisième en C. 




F 




Fig. 62. 

En faisant la même opération pour chacune des forces appliquées 
au corps, on aura remplacé ces forces quelles qu'elles soient par 
trois faisceaux formés par les forces telles que F\ = F^ , F', = F„ 
^5= F3, appliquées respectivement enA,B, C. On pourra rempla- 
cer chaque faisceau par sa résultante. On aura donc réduit toutes 
les forces données à trois que nous appellerons P, Q, S (fig. 63) 
appliquées respectivement en A, B, C. 

Par le point A et chacune des forces Q et S faisons passer un 
plan. Ces deux plans se coupent suivant une droite AX. Prenons sur 
cette droite un point H. Joignons le point d'application B de la force 
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aux deux points A et H. Cette force et les deux lignes B A et B H 
étant dans un même plan, on peut, par la règle du parallélogramme, 
décomposer Q en deux autres forces Q< et Q, suivant les lignes d'ac- 



Fig. 68. 

tion A B et H B, puis appliquer la composante 0< en A et la com- 
posante Q, en H. En faisant de même pour la force S, on aura réduit 
le système à deux faisceaux : l'un de trois forces P, Q\ = Q^, S'i r= S, 
qu'on pourra remplacer par leur résultante ; l'autre, de deux for- 
ces Q', =: Q, et S', = S. qu'on pourra, de même, remplacer par leur 
résultante. 

On aura donc bien remplacé les forces données, quelles qu'elles 
soient, par un système de deux forces dont l'une passe par un point 
arbitrairement donné A dans le corps. 

Ces deux forces se nomment les deux résultantes des forces 
données. 

234. Propriétés des deux résultantes. — Théorjîiie II. — 
Les deux résultantes d'un système de forces appliquées à un 
solide invariable ont même somme géométrique et mêmes mo- 
ments résultants relativement à tous les points de Pespace que les 
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forces (Poù elles proviennent ou ce qui revient au même elles ont 
mêmes sommes algi^briques de projectiofis sur un axe quelconque 
et mêmes sommes algébriques de moments par rapport à un axe 
quelconque que ces forces. 

En effet, les seules opérations que Ton ait faites pour passer des 
forces données au système résultant sont celles-ci : 

1^ Composition ou décomposition de forces appliquées en un point : 

S^ Déplacements de forces sur leurs lignes d^action. 

Or, aucune de ces opérations ne change soit la somme géomé*- 
trique des forces considérées soit leurs moments résultants. 

Donc, le système final a même somme géométrique et mêilies mo- 
ments résultants relativement à tous les points de Pespace que le 
système primitif. De m(>me, les opérations faites ne changent ni les 
sommes des projections, ni les sommes des moments des forces pri- 
mitives relativement à des axes quelconques. 

Corollaire. — Pour que les deux résultantes d'un système de forces 
forment un couple il faut et il suffit que la somme géométrique de 
ces forces soit nulle. 

Cai' alors il en est de même de la somme géométrique des deux 
résultantes, ce qui veut dire qu'elles forment un couple. 

Théorème III. — Le moment résultant d'un système de Jorces 
dont la somme géométrique est nulle ^ est constant relativement à 
tous les points de l'espace; car il est égal (Th. II) au moment 
résultant du couple formé par ses deux résultantes, lequel (§ 217) 
est constant et égal à Taxe de ce couple. 

Corollaire I. — Si la somme géométrique d'un système de forces 
est nulle et que son moment résultant soit nul relativement à un seul 
point de l'espace, il est nul relativement à tous les points de 
l'espace. 

Corollaire II. — Si les sommes algébriques des projections d'un 
système de forces sur un système particulier d'axes de coordonnées 
sont nulles ainsi que les sommes algébriques de leurs moments 
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relativement à ces axes, les mêmes propriétés existent à Tégard d'un 
axe quelconque de Pespace. 

Car la nullité des sommes des projections sur trois axes entraîne 
celle de la somme géométrique des forces et par suite celle de la 
projection de cette somme sur un axe quelconque ou celle de la 
somme des projections des forces elles-mêmes sur cet axe. 

D'autre part, la nullité de la somme de§ moments relativement 
aux trois axes entraîne (§ 221) la nullité du moment résultant relatif 
vement à Porigine des axes et par suite (Corollaire I) sa nullité rela- 
tivement à tout point de Pespace, par suite la nullité de sa projec- 
tion sur un axe quelconque issu de ce point, c'est-à-dire sur un axe 
quelconque de Pespace ou (§221) la nullité de la somme des moments 
relativement à cet axe. 

235. Equilibre. — Mous disons que des forces agissant sur un 
corps quelconque solide ou non sont en équilibre lorsqu'elles sont 
capables de maintenir le corps au repos. 

236. Conditions d'équilibre. — Théorème. — Pour que des 
forces agissant sur un solide invariable soient en équilibre^ il 
faut et il suffit : 

1** Que leur somme géométrique soit nulle, 

2* Que leur moment résultant' soit nul relativement à un point 
particulier de l'espace que l'on peut choisir à volonté. Alors leur 
moment résultant (Corollaire I) est nul relativement à tout point de 
Pespace. 

Ou, ce qui revient au mème^-il faut et il suffit que les sommes 
algébriques de leurs projections soient nulles sur un syst(^me par^ 
ticulier d'ares de coordonnées choisi à volonté, ainsi que les 
sommes algébriques de leurs moments relativement à ces axes. 
Alors les mômes propriétés existent à Pégard de tout autre axe de 
Pespace (Corollaire II). 

En effet, pour que les forces données soient en équilibre, il faut et 
il suffit qu'il en soit ainsi des deux résultantes qui les remplacent. 
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II suffit pour cela que ces deux résultantes soient égales et opposées, 
comme nous l'avons admis précédemment à titre de fait expérimental 
dérivé de l'observation des solides naturels très rigides. Nous admet- 
trons de la même manière que la condition est nécessaire^ c'est-à- 
dire qu'un solide invariable soumis à l'action de deux forces seule- 
ment ne peut se tenir en équilibre que si ces deux forces sont égales 
et opposées. 11 importe de bien remarquer que ce second fait, comme 
le premier, peut se démontrer. Il est une conséquence du principe 
de l'égalité de l'action et de la réaction. Si nous ne le démontrons pas 
ici, c'est uniquement parce que la démonstration sortirait du cadre 
de cet ouvrage. Mais il ne s'agit pas là de postulats nouveaux et né- 
cessaires comme ceux qui servent de base à la mécanique. 

Donc, nous admettons que, pour que le corps soit en équilibre 
sous Faction de forces données, il faut et il suffit que leurs deux 
résultantes soient égales et opposées. Cela équivaut à dire qu'il faut et 
il suffit qu'elles forment un couple à bras de levier nul, c'est-à-dire 
à axe nul. Pour qu'elles forment un couple, il faut et il suffit que 
leur somme géométrique soit nulle ou, ce qui revient au même 
(§ 234), que la somme géométrique des forces données elles-mêmes 
soit nulle. 

Pour que Taxe du couple des deux résultantes soit nul, il faut et il 
suffit (§ 217) que le moment résultant de ces deux forces soit nul 
relativement à un point particulier de l'espace et alors il est nul 
relativement à tous les points de l'espace. Comme ce moment résul- 
tant est le même que celui des forces données, il faut et il suffit que 
ce dernier soit nul relativement à un point particulier et alors (§ 234) 
il est nul relativement à tous les points de l'espace. 

La seconde forme donnée aux conditions d'équilibre se déduirait 
de même du théorème III. 

237. Ces conditions sont nécessaires pour tous les corps 
naturels* — Théorème V. — Les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que des forces agissant sur un solide invariable 
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soient en équilibre sont encore nécessaires^ mais non suffisantes 
pour que ces J or ces puissent être en équilibre lorsqu'elles agissent 
sur un corps naturel quelconque solide ou non. 

En effet, si un corps quelconque reste en repos sous Taction des 
forces qui le sollicitent, il y restera à plus forte raison si on le soli- 
difie^ c'est-à-4ire si on relie tous ses points de façon que leurs dis- 
tances mutuelles ne puissent pas varier. Mais cela ne se peut que si 
les conditions d'équilibre relatives aux systèmes invariables sont 
remplies. 

Si elles le sont, le corps solidifié restera en repos ; mais si on lui 
rend sa liberté première, il n'y restera plus bien que les conditions 
dont il s agit soient remplies. Ces conditions sont donc ici nécessaires 
mais non suffisantes. 

238. Expression des six conditions universelles d'équi- 
libre. — Les conditoins d'équilibre que nous venons de reconnaître 
nécessaires et suffisantes pour un système invariable, nécessaires 
encore pour tous les corps, constituant ainsi une des lois générales 
de la matière peuvent s'exprimer ainsi : 

En désignant par F Tune des forces agissant sur un corps et par 
un point de l'espace que, dans chaque question on choisira de la façon 
la plus commode, on devra avoir les deux équipoUences : 

S^F = S^MoF=0 a) 

les sommes géométriques s'étendant à toutes les forces agissantes. 

Si on considère trois axes de coordonnées rectangulaires /?, 0^,0^, 
menés par le point 0, axes qu'on choisira aussi, dans chaque cas, de 
la façon qu'on jugera la plus commode, ces deux équipoUences pour- 
ront être remplacées par les six équations algébriques. 

SF^ = SF,. =0 i:F, = (2) 

:i:{yV,~z?y) = o S(cP^.-r»F.) = o S (a; F.,- - y Fx) = o (8) 

en désignant par F^., Fv, F.^ les composantes d'une force F parallèle- 
ment aux axes, par x^ y, s^ les coordonnées du point d'application de 
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cette force et les sommes algébriques ^ s^étendant à toutes les forces 
agissantes. 

Les trois dernières équations peuvent, quand on veut mettre en 
évidence l'expression des moments, s'écrire abréviativeraent : 

S Moar F = O s Moy F = S M03 F = (S biê) 

^9. Forces concourantes. — Appliquons ces résultats à di- 
vers cas particuliers et d'abord à des forces concourantes, c'est-à- 
dire dont les lignes d'action concourent en un même point qui n'est 
pas nécessairement point d'application des forces. On prendra alors 
pour le point le point de concours des lignes d'action des forces. 
11 s'ensuit que les moments de toutes les forces relativement au 
point et relativement à tout axe issu de ce point sont nuls. Par 
suite, les conditions relatives aux moments sont satisfaites d'elles- 
mêmes et on a simplement l'équipoUence : 

SgF = o (4) 

ou les trois égalités : 

SFar = o 2F^ = o yiFz = o (5) 

Théorème. — Pour des forces concourantes^ les conditions d'équi^ 
libre sont que îe polygone des forces se feigne ou que les sommes 
algébriques de leurs projections sur trois axes soient nulles. 

Remarque. — Au lieu de six conditions on n'en a ici que trois, se 
réduisant à deux si les forces concourantes sont toutes dans un mémo 
plan. 

240. Forces situées dans un plan. — Lorsque des forces sont 
toutes situées dans un plan, leurs moments relativement à un point 
quelconque du plan peuvent (§ 219) otre regardés comme des gran- 
deurs algébriques. Les équipoUences (1) deviennent 

S^Fr_o i:MoF = o (6) 

Celles (2) et (3) deviennent, en prenant le plan des forces pour plan 



X y et, observant que les composantes, Fi de toutes les forces sont 
nulles, ainsi que la coordonnée z de chaqne point d'application : 






(7) 



THÉonÈue. — Pour des forces situées dans un plan, tes condi- 
tions d'équilibre sont: 

1° Fermeture du polygone des forces ou nullité des sommes de 
leurs projections sur deux axes situés dans lepla/i.. 

2° Nullité de la somme algébrique des moments des forces par 
rapport à un point du plan. 

Reharque. — Ici encore les six conditions d'équilibre se réduisent 
à trois. Et cela était à prévoir. Car les moments des forces par rap- 
port aux deux axes situés dans leur plan sont nuls d'eux-mêmes et il 
en est de même de leurs projections sur un axe perpendiculaire au 
plan, en sorte que trois conditions sur six sont satisfaites d'elles- 
mCmes. 

2il. Moments par rapport ft un plan. — Nous avons défini 
et utilisé les moments par rapport à un point et par rapport à un axe. 
Dans le cas particulier de forces parallèles, il est commode d'em- 
ployer sinon un moment nouveau, du moins une expression nouvelle : 
celle de moment par rapport à un plan. Nous venons de dire qu'elle 
n'est utilisée que pour des forces parallèles. Ajoutons que nous ne 
l'utiliserons d'abord que dans Phypothèse de plans parallèles à ces 
mêmes forces. 

Les forces considérées étant supposées parallèles, convenons de 
compter positivement celles qui vont dans un sens convenu et néga- 
tivement celles qui vont en sens contraire. D'autre part, convenons 
(In «compter positivement ou négativement la distance d^une force à 
plan quelconque P parallèle à cette force, suivant qu'elle est 
ée d'un côté convenu de ce plan ou du côté opposé. Ceci étant, 
ippelle moment d'une force par rapport à un plan P (étant sous- 
:ndu une fois pour toutes que le plan est parallèle à la force] le 
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produit positif ou négatif de la force par sa distance au plan, les deux 
facteurs de ce produit étant pris avec les signes conventionnels qui 
viennent de leur être attribués. 

Il est facile de voir que ce n'est qu'un mot nouveau, mais très 
commode et non un élément nouveau que nous venons d'introduire. 
Car on s'assure immédiatement que le moment d'une force par rap- 
port à un plan n*est autre chose que le moment de cette force par 
rapport à n'importe quel axe perpendiculaire à la force menée dans 
le plan. 

242. Forces parallèles. — Considérons à présent des forces 
parallèles. 

Rapportons-les à trois axes de coordonnées dont l'un soit paral- 
lèle aux forces, les deux autres étant quelconques. Les composantes 
Fxj Fy des forces parallèles à ces derniers axes sont toutes nulles. 
Donc, deux des trois équations de projections sont satisfaites d*elles- 
mèmes. De plus (§ 219) les moments des forces par rapport à l'axe 
des j qui leur est parallèle sont tous nuls. Donc, la condition des mo- 
ments par rapport à cet axe est aussi satisfaite. Ainsi, ici encore trois 
des six conditions d'équilibre sont satisfaites d'elles-mêmes et il n'en 
reste que trois. 

Si on observe que les forces F se projettent en vraie grandeur sur 
l'axe des 2 et qu'elles ont le signe de leurs projections si on convient 
de les compter positivement dans le sens choisi d'ailleurs à volonté 
des js positifs on aura, pour chaque force F : 

Fx = o Fy = o F- = F 
Par suite, les équations (2) et (3) du § 238 deviennent 

SF = o 2FXaJ = o SFXy — o 

Les deux dernières équations expriment respectivement la nullité 
de la somme des moments des forces par rapport aux deux plans des 
2y et des sx qui sont d'ailleurs quelconques. Ainsi : 

Théorème. — Pour des forces parallèles distribuées d'une ma- 

20 



nicre ({ueleonque dans L'espace^ le» condidoriH d'équiUbre an 
nombre de (roifi sont : 

J" Nullité de la somme alf/i'brir/ue des forcent : 
2° Nullité dc.^ somiHCti altfébriqiies de leurs moments relati- 
vement à deu-c plans choisis à rolonté fmuis par définition paral- 
lèles aux forces). 

l'our des forces parallèles toutes situées dans un plan, la condition 
de nullité des moments relativement à ce plan se trouvant remplie 
d'elle-iiiômc, les trois conditions se réduisent à deux : 

TiiÉonÈMR. — Si les forces paralli-les sont toutes dans un plan 
les conditions d'équilibre au. nombre de deux sont : 

1" Nullité de la somme algébrique des forces; 

S° Nullité (le la somme algébrique de leurs luomeiiis relative- 
ment à un plan perpemlici'laire à celui qui confient les forces. 

243. Cas de deux ou trois forces. — On rappelleni pour mi!- 
nioire (jue, dans le cas de deux forces, les condit'ons d'équilibre iio- 
cessaircs pour tous les corps, suffisantes pour les solides invariables 
sont que les deiixjoeces soii-iil diriijées suivaiitla droite quijoir/t 
leurs point-'i d'a/i/ilicatiori, éf/ales entre elles et de sens con- 
traires. 

Hans le cas de trois forces, ces conditions sont : 
1° Que les trois forées soient situées dans un même plan : 
2' Qu'elles se rencontreut toutes trois ou que si deur d'entre 
~" it /larallélcs^ la troisième leur sort éfjalement parallèle ; 

'.e, <lans le premier cas, elles soient équipollentes aux 
tés d'un trianyle pari-ouru dans un. même sens ou que les 
de leurs projections sur deux axes de leur plan soient 
que, dans le second, leur somme air/ébrique soit mille et 
'e qui est seule dirigée dans un sens soit comprise entre 
r autres et dirisc leur perpendiculaire commune en 
incerse de leurs grandeurs. 
> (lis- (»'i) F, Fi, F^ les trois forces. 
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Prenons sur leurs lignes d^action respectives trois points non en 
ligne droite A,B,C. Pour l'équilibre, la somme des moments des trois 
forces par rapport à n'importe quel axe de l'espace doit être nulle. 
Prenons comme axe Tun des côtés du triangle, par exemple, le 




Kig. 64. 



côté BC qui s'appuie sur les forces F^ et Fj ; les moments de ces deux 
forces étant nuls relativemeot à cet axe, il faut qu'il en soit de même 
du moment de la force F ce qui exige (§ 21^) que cette force soit 
dans un même plan avec BC, c'est-à-dire qu'elle soit dans le plan du 
triangle ABC. Le même raisonnement s'appliquant à chacune des 
trois forces, , il faut qu'elles soient toutes trois dans le plan du 
triangle. 

Cola étant, supposons que les lignes d'action de deux d'entre elles 
se rencontrent en un point 0; leurs moments relativement à ce point 
étant nul, ilïaut qu'il en soit de même du moment de la ligne d'ac- 
tion de la troisième force et, par suite, que cette ligne passe aussi au 



point pour que la condition des moments relativement h ce point 
soit satisfaite. 

Les trois forces étant concourantes, il ne reste comme conditions 
à remplir que la fermeture de leur polygone des forces qui est un 
triangle. 

Si [fig. 64 bis) deux des forces sont parallèles, la troisième doit 
avoir miîme direction, autrement les rencontrant, elle devrait, 
■rp d'après ce qui précède les 

' rencontrer au même point, 

ce qui est impossible. 

Far suite, la somme algé- 
brique des trois forces doit 
être nulle, ce qui exige que 
d'eux d'entre elles soient 
dans un sens et la troisième 
en sens inverse. 

Soient F et F,, les deux 
premières et F, la troisième 
qui, en valeur absolue, est 
égale à la somme des deux 
autres. Par suite, il ne reste 
|^^^^ à remplir comme condition 
d^ëquilibre (§ 342) que celle 
des moments relativement à un plan perpendiculaire au plan des 
trois forces. Prenons le plan passant par la force Fj, en sorte que le 
moment de cette force est nulle. La somme algébrique des moments 
des deux autres doit donc aussi être nulle, ce qui donne, en prenant 
les forces et les distances en valeur absolue : 



Fig. 64 bit. 



FXOA — F, XOB = 
oA_P, 
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344. Signification des conditions d'équilibre communes 
à tous les corps. — Théorème. — Lorsquun corps naturel quel 
quUl soitj solide ou non, soumis à des forces satisfaisant aux 
conditions d'équilibre nécessaires pour tous les corps est au re- 
pos, il ne peut prendre aucun mouvement d'ensemble ou sans dé^ 
formation. 

En effets s^il pouvait prendre un mouvement sans déformation, il 
le prendrait aussi bien si on venait à le solidifier, c^est-à-dire à le 
rendre rigoureusement indéformable, puisque ce mode de liaison ne 
ferait nul obstacle au mouvement dont il s^agit. Or, solidifié, il ne peut 
pas le prendre puisque les conditions d^équilibre auxquelles satisfont 
les forces qui le sollicitent suffisent à Pempécher. Donc, elles y suf- 
fisent aussi avant la solidification. 

C'est là ce qui donne leur vrai caractère aux conditions d'équi- 
libre communes à tous les corps. 

245. Méthode de la statique. — Nous venons de trouver des 
conditions d'équilibre doublement précieuses par leur caractère de 
simplicité et d^universalité. Elles sont nécessaires, on ne saurait trop 
insister sur ce point pour tous les corps de la nature ; mais elles sont 
suffisantes seulement pour les systèmes invariables qui n^existent 
pas dans la nature. Elles ne sont suffisantes et là-dessus aussi il con- 
vient d'insister, pour aucun corps naturel. 

La marche que Pon suit pour Pétude des conditions d^équilibre des 
corps naturels, solides, fluides, matières intermédiaires tels que 
corps visqueux, pulvérulents, etc.. consiste à leur appliquer d'abord 
les conditions universelles d^équilibre que nous venons de trouver^ 
puis à chercher les conditions complémentaires à leur adjoindre pour 
que Péquilibre soit réellement assuré. Nous allons appliquer cette 
méthode aux corps solides naturels. 

246. Application aux corps solides naturels. — Et pour 
bien mettre les choses au point et éviter toute confusion entre les 
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solides naturels et les solides invariables, prenons d'abord un corps 
extrêmement déformable comme un corps en caoutchouc ou une 
lame de ressort. 

Supposons qu'aucune force n^agisse sur lui ; faisons abstraction 
môme de son poids. On dit alors qu'il est dans son état natureL 
Supposons à présent qu'on vienne à lui appliquer des forces satis- 
faisant aux conditions universelles d'équilibre. Nous savons (§ 244) 
que de telles forces sont incapables de donner au corps un mouvement 
d'ensemble. Mais elles peuvent le déformer et elles le déforment. Si 
elles sont trop grandes, elles le rompent, et chaque série de forces 
en emportera un lambeau sans plus s'arrêter, puisque les forces 
d'une partie du corps séparé du reste ne satisfont même plus aux six 
conditions indispensables à l'équilibre. Donc, nous devons conclure 
d'abord qu'une condition complémentaire nécessaire à l'équilibre 
des corps solides naturels est que la charge de rupture ne soit 
nulle part atteinte. L'étude de cette condition fait l'objet de la 
théorie mathématique de l'élasticité et d'une branche capitale de la 
science de l'Ingénieur appelée la résistance des matériaux. Ici, 
nous la supposerons remplie. 

Alors à mesure que le corps se déforme ou s'éloigne de son état 
naturel qui est essentiellement stable, il tend à y revenir et (§ 147) 
oppose une résistance de plus en plus grande à une nouvelle défor- 
mation. Il arrivera donc un moment où il s'arrêtera et affectera une 
nouvelle forme ou un nouvel état d'équilibre. C'est le mode à? équi- 
libre correspondant aux forces données. 

247. Définition mécanique des solides naturels. — 

Pour étudier les conditions à la fois nécessaires et suffisantes à l'é- 
quilibre d'une catégorie de corps, il faut commencer par les définir. 
Qu'est-ce qu'un corps solide ? Le cristallographe, le physicien, le 
chimiste en donneront les définitions les plus diverses. Ici, c'est la 
définition mécanique que nous devons en donner. La définition mé- 
canique de solides naturels réside justement dans ce fait que, sous 
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l'action de forces satisfaisant aux conditions universelles d'équilibk*e, 
sans dépasser certaines limites de grandeur, ils prennent un état 
d'équilibre différent de Pétat naturel et fonction parfaitement 
détennince des forces qv/on lui a appliquées. 

248. Leurs conditions d'équilibre. — Cette définition est 
bien caractéristique des corps solides. Ni les liquides, ni les fluides, 
ni les matières intermédiaires n'y satisfont. t)e cette définition môme 
qui, comme* toute définition d'une catégorie de corps naturels ne 
peut être qu'expérimentale, résulte donc les conditions d'équilibre 
suivantes : 

Pour que des forces appliquées à un corps solide naturel soient 
en équilibre^ il faut et il suffit : 

V Qu'elles soient asse:^ faibles pour ne pa^ produire la rupture 
du corps, pour produire seulement une déformation. 

2° Que lesjorces considérées dans V état final du corps, état 
différent de son état naturel satisjassent aux six conditions 
d^équilibre des solides invariables. 

Ainsi, il faut prendre les projections des forces dans l'état final 
et, pour calculer les moments, prendre les points d'application de ces 
mêmes forces aussi dans l'état final. S'il s'agit d'un corps très défor- 
mable, comme un corps en caoutchouc, ou ce qui est plus usuel, un 
ressort la détermination de son état final qui dépasse, bien entendu, 
l'objet de la statique élémentaire, reste indissolublement lié à 
l'expression des conditions d'équilibre. 

Mais si on a des corps très rigides, ce que nous supposerons désor- 
mais, les coordonnées finales des points d'application des forces et 
les forces elles-mêmes sont tellement près de celles qui répondent à 
l'état naturel lequel est seul connu, qu'on peut les confondre pour 
l'application des conditions universelles d'équilibre. 

Donc pour que des forces agissant sur un solide naturel très rigide 
se fassent équilibre il faut et il suffit: 

1** Qu'elles satisfassent aux mêmes conditions d'équilibre que 
si le corps était un solide invariable. 
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2® Qu? elles soient maintenues dans les limites nécessaires pour 
quHl n'y ait pas de rupture. 

Comme nous Pavons dit, nous supposerons ici la condition 2° rem- 
plie et celle 1® n'offre plus aucune difficulté. 

Mais ajoutons que si, pour celle-ci on peut négliger les déforma- 
tions excessivement faibles presque insensibles qui se produisent, 
Pingénieur qui a charge d^étudier la deuxième partie du problème n'a 
plus le droit de les négliger bien qu'elles nous paraissent insensibles 
et la raison en est bien simple : s'il est vrai que de grandes forces 
ne produisent sur un corps rigide que de très petites déformations, 
inversement négliger de très petites déformations, ce serait négliger 
les grandes forces qui les produisent, ce qui ne permettrait plus de 
reconnaître les limites dans lesquelles il est prudent de les main- 
tenir. 

Exercices. 

l**) Démontrer que si trois forces en équilibre sont appliquées aux 
trois sommets d'un triangle, en décomposant chaque force, suivant 
les deux côtés du triangle qui y aboutissent, les deux composantes 
dirigées suivant chaque côté du triangle sont égales et opposées ; 

2°) Démontrer que si des forces, dans un plan, sont en équilibre, 
on peut, d'une infinité de manières, les décomposer suivant les côtés 
d'un polygone fermé, de façon que les deux composantes dirigées 
suivant chaque côté soient égales et opposées. (Ces polygones se 
nomment les polygones funiculaires des forces données). 

Démontrer que si, des sommets du polygone des forces données, 
on mène des vecteurs parallèles aux côtés correspondants d'un poly- 
gone funiculaire, ces vecteurs sont concourants et proportionnels aux 
composantes des forces données. 

3°) Démontrer que des forces perpendiculaires sur les milieux des 
côtés d'un triangle, proportionnels à ces côtés et toutes dirigées vers 
rintérieur (ou vers l'extérieur) du triangle sont en équilibre. Exten- 
sion à un polygone quelconque. 
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249. DéflDltion. — Nous dirons que deux systèmes de forces sont 
équivalents lorsqu'ils peuvent se remplacer sur un solide invariable 
sans troubler son repos ou son mouvement. 

Us peuvent alors aussi se remplacer sur un corps solide très rigide 
sans troubler sensiblement son repos ou son mouvement général, 
chaque fois quHl est permis de faire abstraction de l'état inté- 
rieur du corps et des dangers de rupture que le remplacement 
de l'un des systèmes de forces par l'autre^ peut Jaire naître. 
C'est ce que nous supposerons ici. 

Il y a d'ailleurs un grand nombre d'applications de la mécanique 
aux corps naturels solides ou non où il est permis, au moins fictive- 
ment, de remplacer les forces agissantes par d'autres plus simples et 
équivalentes aux premières. Nous en indiquerons le caractère géné- 
ral plus loin. 

C'est cet ensemble d'applications qui donne de l'intérêt à l'étude 
des systèmes équivalents. 

250. Théorème. — Pour que dewr systèmes de forces soient 
équivalents, il faut et il suffit, qu'ils aient: 1^ môme somme 
géométrique ; 2^ même moment résultant relativement à unpoint 
particulier de Vespace pris à volonté, (alors ils ont même moment 
résultant relativement à tous les points de Tespace) ou, ce qui revient 
au môme, il faut et il suffit quHls aient : V mêmes sommes de 
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projections sur un système particulier d'axes de coordonnées 
pris à volonté et mêmes sommes de moments relativement à ces 
axes (alors ils ont mêmes sommes de projections et de moments rela- 
tivement à un axe quelconque). 

Les conditions indiquées sont nécessaires. Supposons, en effet, 
que deux systèmes de forces, que j'appellerai les systèmes F et F 
soient équivalents c'est-à-dire puissent se remplacer sans altérer le 
mouvement ou le repos d'un système invariable. 

Supposons que ce soit le système F qui agisse actuellement; nous 
avons toujours le droit de lui adjoindre les forces F' et leurs opposées 
— F' appliquées aux mômes points, en sorte que nous avons, agis- 
sant sur le corps, le système formé par les forces 

F F' et — F' 

Pour que ce système soit équivalent au système F', il faut et il 
suffit que les deux résultantes du système formé par l'ensemble des 
forces F et — F' soient égales et opposées ou que ce système soit en 
équilibre, ce qui exige que sa sonune géométrique soit nulle, ainsi 
que son moment résultant relativement à un point particulier de 
Tespace, soit : 

S(7MoF + Sa^Mo(-F') = o ( ^^ 

et alors (§ 334), son moment résultant est nul relativement à tout 
autre point A, soit : 

S^. AU F + S^ Ma (- F) = (2) 

Cela équivaut à dire qu'il faut et il suffit que l'on ait : 

S^. F r .. S^ F' Sf, Mo F = S^ Mo F' (8) 

et alors on aura: 

S^ Ma F = S^ Ma F' (4) 

Réciproquement : si les conditions (3) sont remplies, il en est de 
môme de celles (1), ce qui veut dire que les forces F et — F' sont en 
équilibre et, par suite, aussi celles — F et F' formées par des forces 
égales et opposées aux précédentes. Elles se réduisent donc à deux 
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forces égales et opposées qu'on peut supprimer ou ajouter. Ainsi, on 
pourra, au système des forces F, adjoindre le système en équilibre F 
et — F', puis supprimer le système F et — F formé par des forces 
égales et opposées. 

Corollaire I. — Quand deux systèmes de forces sont équivalents, 
chacun d'eux est équilibré par les forces de l'autre changées de sens 
et réciproquement. 

Corollaire IL — Si des forces sont en équilibre, une partie de ces 
forces forme un système équivalent aux forces restantes, changées 
de sens. 

251. — Les six conditions d^équivalence. — Les conditions 
d'équivalence peuvent, d'après ce qui préccède, s'exprimer, soit par 
les deux équipoUences : 

S^ F' = S^ F S,, Mo F' = S^. Mo F (5) 

ou en rapportant les forces à trois axes de coordonnées rectangulaires 
issus d'un point 0, par les six équations : 

2F.r = SF^ "^Wy-^-^Fy i:Fc^-:SF5 (6) 

^{pF'z-^'F'y) = ^(pF,-zFy ) 

s (z' Va: - X F'.) = S (r Fo: - a; F, [ (7) 

^2(xF'y-yF'^)^--^2{xFy-yF^ ) 

Les trois dernières peuvent s'écrire abréviativement : 

i: Mor F' =- s Moy F \ (7 bis) 

2 Moz F = S Mo= F \ 

Etant donné un système de force F^ tous les systèmes équiva- 
lents F sont ainsi fournis par ces équations. 

m 

252. Cas particuliers. — De môme que les six conditions d'équi- 
libre se réduisent à trois pour les forces concourantes, les forces si- 
tuées dans un plan et les forces parallèles, de même les six conditions 
d'équivalence se réduisent à trois dans les mômes cas et de la môme 
manière. Il suffira d'écrire les résultats : 
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a) Forces concourantes : Pour que deux systèmes de forces dont 
les lignes d'action concourent en un même point, soient équiva- 
lents, il faut et il suffit, qu'elles aient même somme géométrique ou 
mêmes sommes de projections sur un système particulier de trois 

axes de coordonnées, soit : 

S^F^S^P (8) 

ou 

s p '. = s F- s PV = s Fy 2 Pc == s Pc (8) 

6). — Forces dans un plan. — Pour que deux systèmes de forces 
dans un plan soient équivalents, il faut et il suffit qu^elles aient 
même somme géométrique ou mêmes sommes de projections sur deux 
axes de coordonnées pris dans le plan et même somme algébrique 
de moments relativement à un point du plan ; 

S^Ii'=zS^P SMoP' = SMoP (9) 

ou: 

SF'^=SF;, SFV = SF,. ( 

S {X' FV - y T'a:) ^{xFy^ y F^) \ ^^^ 

c). Forces parallèles. — Pour que deux systèmes de forces pa- 
rallèles soient équivalents, il faut et il suffit qu'elles aient même 
somme algébrique et mêmes sommes algébriques de moments relati- 
vement à deux plans, soit : 

s F -s F ) 

2FV = SFa; (10) 

2Fy = LFy ! 

d) . — Forces parallèles dans un plan. — Si les forces parallèles 

sont dans un plan, il faut et il suffit, pour l'équivalence, que les deux 

systèmes aient même somme algébrique et même somme algébrique 

de moments relativement à un plan perpendiculaire à celui qui contient 

les forces, soit : 

S F' = s F ) 

S Fa;' = S Fa: î ^^^^ 

253. Remarque sur les applications de la théorie de 
l'équivalence. — Mon seulement les forces équivalentes peuvent 
se remplacer efTectivement sur des solides invariables et sur des so- 
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lides rigides dont on ne veut étudier que les mouvements d'en- 
semble, mais il y a une foule de questions de mécanique appliquée 
notamment de la mécanique des fluides où les forces agissantes 
n'interviennent que parleurs sommes géométriques et leurs moments 
résultants ou par les sommes de leurs projections et de leurs mo- 
ments relativement à des axes. Dans tous ces cas, on peut Jictive- 
m6/i^ remplacer les forces vraies par des forces équivalentes. 



CHAPITRE XIX 



COMPOSITION DES FORGES QUI ADMETTENT 

UNE RÉSULTANTE 



A. Théorèmes généraux. 
254. Définition. — 35o. Théorèmes des projections et des moments d'une résultante. -^ 
256. Conditions d'existence et y&leur d'une résultante. 

B. Forces concourantes 

257. Composition des forces concourantes. 

C . Forces parallèles. 

258. Composition de doux forces parnllèles et de mémo sens. — 259. Centre de ces forces 

— 260. Composition ei centre de deux forces parallèles et de sens contraires. — 261. 
Couple considéré comme force évanouissante. — 26i2. Décomposition d'une force en deux autres 
de même direction. — 263. Composition cl centre d'un nombre quelconque de forces paral- 
lèles t»t de mOme sens. — 264. Composition et contre de forces parallèles quelconques. 

— 265. Théorème dos moments. — 266. Extension de ce théorème. — 267. Détermination 
analytique du centre des forces paraît Mes. 

D. Centre de gravité, 

268. Centre de gravité. — Sa détermination. — 269. Plan diamétral. — 270. Centres de 
gravité do volumes, de surfaces, de lignes. — 271. Applications immédiates. — 272. Triangle- 
trapèze. — 273. Quadrilatère. — 274. Polygone quelconque. — 275. Prisme droit. — 
276. Tétraèdre. — 277. Pyramide et cône. 

Ë. Forces dans un plan. 
278. Composition directe. — 279. Composition analytique. 

F. Forces quelconques. 
280. Nouvelle forme de la condition d'existence et détermination de la résultante — 
281. Composition analytique. 
Exercices. 

A. — Théorèmes généraux. 

254. Définition. — Composer des forces, c^est trouver un système 
équivalent d'un nombre moindre de forces. Les décomposer, c'est 
faire l'opération inverse. 

Lorsqu'il existe une force unique équivalente à un système de 
forces, elle prend relativement aux forces du système le nom de rr- 
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sultante. Les forces pFennent, par rapport à leur résultante, le nom 
de composantes, 

255. Théorèmes des projections et des moments d'une 
résultante. — Théorème I. — Toutes les fois que des forces, quelle 
qu'en soit la distribution dans Pespace, admettent une résultante : 

1® La résultante est équipoUente à la somme géométrique de ses 
composantes, de sorte qu'elle est immédiatement connue en grandeur, 
direction et sens. 

2<> Le moment de la résultante par rapport à un point quelconque 
coïncide avec le moment résultant (somme géométrique des moments) 
de ses composantes. 

3<> La projection de la résultante sur un axe quelconque est égale 
à la somme algébrique des projections des composantes. 

4» Le moment de la résultante par rapport à un axe quelconque 
est égal à la somme algébrique des moments des composantes. 

Ces propriétés résultent immédiatement des conditions d'équiva- 
lence. Si F' est la résultante d'un système de forces, c'est que la 
force F' fornae, à elle seule, un système équivalent aux forces F. Il 
s'ensuit (§ 251) les équipoUences : 

F = S^ F (1) 

MaF=S^M. F, (2) 

A étant un point quelconque de Tespace ; puis A^ ou cT étant un 
axe quelconque de l'espace, les égalités. 

F'x=SFx 03) 

MA.rF'=SMA;rF. (4) 

256. Conditions d'existence et valeur d'une résultante. 

— Théorème. — Pour qu'un système de forces admette une résul- 
tante, il faut et il suffit qu'il existe un point de l'espace relativement 
auquel le moment résultant des forces considérées soit nul. 

La résultante est alors une force équipoUente à la somme géomé- 
trique des forces considérées, dont la ligne d'action passe par le 
point 0. 
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En effet, la condition est nécessaire; car si on prend un point sur 
la résultante, son moment relativement à ce point est nul. Il faut 
donc (§ 255, 2^) qu^il en soit de même du moment résultant de ses 
composantes. 

Elle est suffisante. Car la force définie dans le théorème ci-dessus 
remplit les conditions de l'équivalence (§251). D'une part, en effet, 
elle est équipoUente à la somme géométrique des forces considérées, 
d'autre part, son moment relativement au point est égal au moment 
résultant de ces forces relativement au même point, chacun de ces mo- 
ments étant nul. 

CoROLLAmE I. — S'il existe un seul point relativement auquel le 
moment résultant d'un système de forces est nul, il en existe une 
infinité d'autres possédant la même propriété, tous situés sur une 
droite issue de 0, à savoir : tous les points de la résultante. 

C'est une conséquence du théorème I . 

Corollaire IL — Des forces en équilibre admettent une résultante 
nulle. 

Elles remplissent, en effet, la condition du théorème II, puisque 
leur moment résultant (§ 236) relativement à un point de l'espace 
est nul. Et leur somme géométrique est aussi nulle; donc il en est 
de môme de leur résultante. 

Corollaire III. — Des forces non en équilibre dont la somme géo- 
métrique est nulle n'admettent pas une résultante unique. 

En effet, si leur moment résultant était nul par rapport à un seul 
point de l'espace, elles seraient en équilibre (§ 236), ce qui est con- 
traire à l'hypothèse faite. 

En particulier, un couple ou un système quelconque de couples 
n'admet pas de résultante. 

B. — Forces concourantes. 

257. Composition de forces concourantes. — Des forces 
dont les lignes d'action concourent en un point admettent une 
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résultante équipoUente à leur somme géométrique dont la ligne d'ac- 
tion passe au point 0. 

En effet, les moments de toutes les forces relativement au point 
sont nuls. Il en est donc de môme de leur moment résultant. 

La proposition s'établit d'ailleurs aussi par voie directe. 




Fig. 65. 

Soient (fig. 65) F„ Fo, Fj, F^ des forces dont les lignes d'action con- 
courent au point et dont les points d'application sont A, B, C, D. Nous 
pouvons transporter ces points d'application en 0, composer les 
forces en ce point et transporter ensuite le point d'application de la 
résultante R en un point quelconque E de sa ligne d'action. 

C. — Forces parallèles. 

258. Composition de deux forces parallèles et de môme 
sens. — Soient (fig. 66 ) F et F^ deux forces parallèles et de même 
sens appliquées en deux points A et B d'un corps. 

Prenons, entre les points A et B sur la droite A B, un point G qui 
divise la longueur A B en raison inverse des forces, en sorte que 



GB 
GA 



F, 



21 
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Du point G menoQS la perpendiculaire commune aux deux forces 

et soient a et 6 les points où elle les rencontre ; 




On aura : 



d'où : 



Fig. 66. 

G5_GB F 
FiXGb — FXOa = 



Cette équation exprime que la somme des moments des deux forces 
par rapport au point G, somme qui est ici leur moment résultant 
(§ 219) est nulle. Donc (théorème II) la résultante R est la somme 
géométrique des forces issues du point G. 

Théorème. — La résultante de deux forces parallèles et de même 
sens est une force de même direction et de même sens que ces forces, 
placée entre elles et divisant la droite qui joint leurs points d'appli- 
cation en raison inverse de leurs grandeurs. 
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Remarque. — On aurait pu ramener ce cas à celui des forces con- 
courantes en 

1° Leur adjoignant deux forces égales et opposées^ety^ appliquées 
respectivement en A et B suivant la direction A B, puis composant les 
forces F et /'d'une part, les forces F< et/1 d'autre part. 

2® Transportant les résultantes partielles ainsi obtenues en leur 
point de concours ; 

30 Les décomposant de nouveau suivant la direction des forces 
données et une direction parallèle à A B, ce qui fait disparaître les 
forces auxiliaires y* et y^. 

Il est facile de voir qu'on obtiendrait le résultat indiqué par le théo- 
rème ci-dessus. Nous laissons au lecteur le soin de l'établir. 

259. Centre de ces forces. — On peut supposer la résul- 
tante R appliquée en un point quelconque de sa ligne d'action. Mais 
le point G que nous avons construit directement possède deux pro- 
priétés remarquables. 

10 II ne change pas si les deux forces F et F, viennent à être am- 
plifiées dans un même rapport ; 

2^ Il ne change pas non plus si on fait tourner les deux forces F 
et F, d'un môme angle quelconque a et, dans le même sens, autour 
de leurs points d'application respectifs, de manière à les amener en 
F' et F/. Le point G subsiste et la résultante R tourne du même 
angle « autour de ce point de manière à prendre la direction R' paral- 
lèle à la nouvelle direction des deux forces données. 

Parmi tous les points de la ligne d'action de la résultante, le 
point G qui possède cette propriété relativement aux points d'ap- 
plication A et B supposés fixes se nomme le centre des forces 
parallèles considérées. 

260. Composition et centre de deux forces parallèles de 
sens contraires. — Considérons maintenant (fig. 67) deux forces 
parallèles et de sens contraires F et Fi appliquées en deux points A et 
B et supposons F^ > F. 
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Sur la droite AB prolongée, prenons un point C qui divise AB en 
raison inverse des forces de façon que Ton ait : 



GB^F 
GA F, 



(«) 



.y 



A 

r 


i 
} 




a 


' P l 
Fig. 67. 


• 



R 



Le point G se trouve nécessairement du côté de la plus grande 
force et Pon s'assure, comme dans le cas de deux forces de même sens, 
que la somme algébrique des moments des deux forces F et F^ par 
rapport au point G est nulle. 

Par suite, elles admettent une résultante R équipoUente à leur 
somme algébrique, c'est-à-dire parallèle aux deux forces, dirigée 
dans le sens de la plus grande et égale à leur différence 



Il = F< — F 



W 



On voit aussi que le point G ne change pas si on fait tourner chaque 
force autour de son point d'application d'un même angle et dans le 
même sens de façon à les maintenir toujours parallèles et de sens 
contraires. Ainsi : 

Théorème. — Deux forces parallèles, inégales et de sens contraires 
admettent une résultante égale à leur différence, de même direction 
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et de même sens que la plus grande des deux et dont la ligne d^action 
coupe la droite qui joint leurs points d^application sur son prolonge- 
ment, du côté de cette plus grande force en un point qui la divise en 
raison inverse des deux forces. 

Ce point ne change pas si on fait tourner chaque force autour de 
son point d^application d^un même angle et dans le même sens ou si 
on les amplifie dans un même rapport. Il se nomme le centre de ces 
deux forces parallèles'. 

261. Couple considéré comme une force évanouis- 
sante. — SoitjO la distance ab des deux forces données et Xo la 
distance G 6 de la ligne d'action de la résultante à la force F< . De 
Péquation (a) on tire. 



û?o + p F^ 



(c) 



qui détermine Xc ou la position de la ligne d'action de la résultante. 

Si les deux forces deviennent égales cette équation ne peut être 
satisfaite pour aucune valeur finie de Xo. Elle n'admet que la solu- 
tion Xo — - 00 et l'équation (6) donne alors R i= o. 

Nous savons qu'en effet, dans ce cas, les deux forces formant un 
couple, elles n'admettent pas de résultante. 

La solution montre qu'elles admettent une résultante nulle placée 
à l'infini, ce qui, en soi, ne constitue pas une solution précise. 

On peut la préciser davantage et regarder alors effectivement un 
couple comme une force évanouissante placée à l'infini de la manière 
suivante: Soit (fig. 67) yOy une droite quelconque parallèle aux 
deux forces F et F, et à laquelle nous les rapportons en désignant 
respectivement par x et x^ les abscisses de leurs lignes d'action. 
Soitâ?' l'abscisse de la ligne d'action de la résultante R. 

L'équation (c) donne 

En observant que 



(F,-F)x=:FXj»+{Fi-F)i, (d) 

ou à cause de 

p = x^ — x 

(F,— F)i = F,i, — Fk 

que nous aurions pu écrire direclement en appliquant le théorème 
des moments par rapport au plan dont la trace sur celui des forces 
est i/'Oy. Mais gardons la sous la forme (d}. 

Supposons que F^ — F décroisse jusqu'à zéro. Comme j;, est fini, 
à la limite le dernier terme devient nul et l'équation donne 
lim(F,-F)a:=FXî> 

Le second membre est le moment du couple formé par les deux 
forces F, et F. On peut donc dire et cela est parfois commode qu'un 
couple équivaut à une force qui s'éloigne à l'infini en décroissant 
en raison incerse de sa distance à un plan Jixe quelconque^ de 
façon que son moment par rapport à ce plan reste constant et 
éqal au moment du couple. 

363. Décomposition d'une force en deux autres de mfime 
direction- — On peut décomposer une force en deux autres de 
même direction. On peut se donner l'une des composantes en gran- 
deur, direction et sens ; alors l'autre est déterminée, ou on peut se 
donner les lignes d'action des deux composantes, alors leurs gran- 
deurs et sens sont déterminés. Si les deux lignes d'action données 
sont de part et d'autre de la force donnée, ces deux composantes 
seront de même sens que cette force. Dans le cas contraire, elles 
seront de sens contraires. Dans tous les cas, le théorème des mo- 
ments permet des les déterminer immédiatement. 

Soit (lig. 68) F une force donnée. Il s'agit de la décomposer en 
deux suivant deux lignes d'action AA' et BB' situées respectivement 
aux distances o et 6 de la ligne d'action de F et de part et d'autre de 
cette ligne. Soient respectivement F, et F, les forces cherchées. Le 
moment de la résultante F par rapport à un plan quelconque est 
égal à la somme algébrique des moments des composantes. AppU- 
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quons ce théorème au plan qui a pour trace, la ligne d^action fiB'. 
Alors le moment de la force F^ est nul et nous aurons 



a 



■A 



l 



B 



Fig. 68. 

En prenant de même les moments par rapport à A A' on aura 

d'où, en appelant l la distance des deux lignes données, pourries deux 
forces cherchées : 



F^ = 



Yb 






Chacune d'elles est proportionnelle à la distance de la force F à la 
ligne d'action de l'autre. 

\ lA 



a 



a 



F 



•b' 



Xf*'' 



Fig. 69. 



Supposons (fig. 69) les lignes d'action A A' et BB' d'un môme côté 



de F, et soient toujours a et 6 leurs distances respectives à la 
force F, le théorème des moments appliqué à BB' donne 

F^ = F|(*— a) = F</ 

en appelant toujours / la distance des deux lignes d^action données. 

En prenant les moments relatifs au plan qui a pour trace A A' on 

trouve 

Fa = F./ 

a la condition de prendre Fj [de sens contraire à F, autrement les 
deux moments seraient de signes contraires et ne pourraient pas être 
égaux. On a donc toujours 

Fi f *»- — 

On vérifie d'ailleurs que 

F = F,~F., 

comme, dans le cas précédent, on vérifie que 

F ^ F^ -\- Fj» 

Le cas où l'on veut décomposer une force F en deux autres dont 
Tune Fj soit donnée est un peu plus simple en ce que la force à cher- 
cher est de suite connue en grandeur et sens. Elle est en grandeur 
et signe F — F, et l'application du théorème des moments relative- 
ment au plan contenant F^, par exemple, en donne la position. 

263. Composition et centre d'un nombre quelconque de 
forces parallèles et de môme sens. — Supposons qu'on ait à 
composer plusieurs forces parallèles et de même sens, par exemple 
(fig. 70), les quatre forces. 

F^ F2, F3, F.t, 

appliquées respectivement aux points A, B, C, D. 

On clierche sur A B le centre G, des deux forces F et F, et on y 
applique la résultante R, de ces deux forces. Elle est égale à leur 
somme. On joint G, C que l'on divise en raison inverse de R, et de 
la force F3, ce qui donne le centre Gj de ces deux forces et on y 
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applique leur résultante R, égale à leur somme ou à la somme des 
trois premières forces. Enfm on compose de même cette nouvelle 
résultante partielle Ra avec la force F4 en cherchant leur centre G. 



^i" 



B 



R 



R. 



Fig. 70. 



D 



♦f. 



m 



Observons que si on inclinait d'un même angle et, dans le même 
sens, toutes les forces données en faisant tourner chacune d'elles 
autour de son point d'application de façon à les maintenir toujours 
parallèles et si on amplifiait toutes les forces dans le même rapport 
aucun des points G^ G2, G ne changerait. Chaque résultante partielle 
ainsi que la résultante totale tournerait autour du point correspon- 
dant, du même angle que les forces données et, dans le même sens, 
et serait amplifiée dans le même rapport. Ainsi. 

Théorème. — Des forces parallèles de même sens en nombre quel- 
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conque admettent une résultante de même direclîoB et de même sens 
que les forces, égale à leur somme et, sur la ligne d'action de cette 
résultante se trouve un point qui ne change pas si on fait tourner 
chacune d'elles autour de son point d'application d'un angle commun 
quelconque en les maintenant toujours parallèles et de même sens. 
Ce point ne change pas non plus si on amplifie toutes les forces dans 
un môme rapport. Il se nomme le centre des forces considérées. 

264. Composition et centre de forces parallèles quel- 
conques. — Supposons à présent que nous ayons un système de 
forces parallèles quelconques, les unes dirigées dans un sens, les 
autres en sens inverse. 

On fera la composition des premières ; on obtiendra une résultante 
R, égale à leurs sommes et sur la ligne d'action de laquelle existe un 
point G< centre de ces forces qui reste fixe si on fait tourner chaque 
force d'un même angle a et dans le même sens ou si on les amplifie 
dans un môme rapport. On composera de môme celles de sens con- 
traire, on obtiendra une résultante R, égale à leur somme et qui 
comporte de inôme un centre G, indépendant de la direction com- 
mune des forces et de leurs grandeurs absolues, ne dépendant que 
des rapports de ces grandeurs. 

Si les deux forces de sens contraires R, et R| ainsi obtenues sont 
inégales, ce qui arrive si la somme algébrique des forces données 
n'est pas nulle, on peut les composer en une résultante unique R 
égale à leur différence ou à la somme algébrique des forces données 
et comportant un point fixe G appelé le centre des forces parallèles 
considérées. 

Si la somme algébrique des forces données est nulle, les deux 
résultantes R, et R^ forment un couple qui ne pourra pas être rem- 
placé par une force à dislance finie. 

TnÉjRÈMF. — Tout système de forces parallèles dont la somme al- 
gébrique n'est pas nulle admet une résultante égale à cette somme 
algébrique et un centre des forces parallèles. 
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Si la somme algébrique des forces données est nulle, elles se 
réduisent à un couple (qu'on peut considérer comme une force 
évanouissante à distance infinie). 

Remarque. — Par la façon dont le centre des forces parallèles est 
obtenu, on voit que : 

V Si tous les points d^application sont dans un plan, le centre des 
forces parallèles correspondant est dans ce plan . 

2<ï Si tous les points d'application sont sur une ligne droite, le centre 
des forces parallèles est aussi sur cette ligne. 

265. Théorème des moments. — Nous avons vu (§ 251) que, 
pour que deux systèmes de forces parallèles soient équivalents, il faut 
qu^iLs aient même somme de moments relativement à tout plan (pa- 
rallèle à ces forces). La résultante d'un système de forées parallèles 
formant, à elle seule, un système équivalent à ces forces, son mo- 
ment relativement à tout plan parallèle aux forces est égal à la 
somme algébrique des moments de ces forces par rapport à ce plan. 

266. Extension de ce théorème. — D'après cela, considérons 
des forces parallèles dont la somme algébrique ne soit pas nulle, que 
nous supposerons appliquées en des points déterminés. Soit d^autre 
part (P) un plan quelconque qui ne soit pas nécessairement 
parallèle aux forces. 

Désignons par F Tune des forces comptée positive dans un sens 
onvenu et négative en sons inverse et soit m^ la distance de son point 
d'application au plan (P), distance comptée positive si ce point est 
d'un côté convenu du plan, négative s'il est du côté opposé. 

Soient R. la résultante des forces et a la distance du centre G des 
forces parallèles au plan (Pj, R et u ayant respectivement les mômes 
signes conventionnels que F et u. 

Faisons tourner chaque force autour de son point d'application 
d'un même angle et dans le môme sens de façon à les amener toutes 
à une direction commune parallèle au plan (P) et d'ailleurs quel- 
conque. 
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La résultante R aura tourné autour du centre G des forces paral- 
lèles du même angle. 

Les forces étant maintenant parallèles au plan (P), nous pouvons 
appliquer le théorème des moments et nous aurons : 

R' w = £ F u = F^ M< + Fjtt, + Fgt/a + (A) 

ou comme la résultante est la somme algébrique des composantes, 

R=SF=F<-1-Fa+F3+ (B) 

on peut encore écrire 

tt'SFrz 2;FM==F^tt4-f Fat'a-f F3tt3 + .. .. (A') 

Convenons maintenant d'appeler moment d'une force par rapport 
à un plan quelconque, parallèle ou non à la force, le produit positil 
ou négatif de la force par la distance de son point d'application au 
plan, chacun des deux facteurs du produit ayant le signe de la con- 
vention ci-dessus faite. On aura ce théorème : 

Théorème. — Des forces parallèles étant supposées appliquées 
en des points déterminés et leur résultante étant supposée appli- 
quée au centre de ces J or ces y le. moment de la résultante par rap- 
port à un plan quelconque parallèle ou non aux forces^ est égal 
à la somme algébrique des moments des composantes. 

Remarque. — Observons enfin que le théorème subsiste si, au lieu 
de compter les distances normalement au plan on les compte paral- 
lèlement à une direction fixe quelconque, puisque cela ne fait que 
multiplier les deux termes de l'équation (A) par un même facteur. 
On peut appeler les produits ainsi obtenus, des moments à bras de 
leviers obliques. 

267. Détermination analytique du centre des forces 

parallèles. — D'après cela, rapportons les points d'application 

d'un système de forces et le centre correspondant de ces forces à un 

système d'axes de coordonnées rectangulaires ou obliques. 

Soient 

F., Fî, F3 

les forces données en grandeurs et signes. 



SoieDl respectivement 

'^l't/u^r, 'Ci^Vit^ii ^î-ys-'ï — 
les coordonnées de leurs points d'application, R la résultante et 
x\ ij\ 2 les coordonnées du centre des forces considérées. On 
aura, en appliquant successivement le théorème des moments (à bras 
de levier normaux ou obliques et parallèles aux axes de coordonnées 
suivant que ceux-ci sont orthogonaux ou obliques) à chacun des 
plans coordonnés. 

Ry = SFy = F,v,+Fsy, + ... 

Rï' = SF^ = F,ï,+F.ïa+ ... ^^' 

R=2F=F, + F,+ ... ] 

qui donne la résultante et le centre des forces parallèles. 
D, — Centre de. f/ravUé. 

268. Centre de gravité. — On appelle centre de masse ou centre 
de gravité d'un corps, le centre d'un système de forces parallèles, de 
môme sens et proportionnelles aux misses des divers points du 
corps, appliquées à ces points . 

C'est parce que les forces de la pesanteur sont précisément dans 
ce cas que le centre de masse a pris le nom do centre de gravité 
qu'on peut aussi définir le centre des lorces parallèles de la pesan- 
teur des corps. 

Comme centre de masse, le centre de gravité joue un rôle coi 
rable en Dynamique. II en joue un non moins important à la f( 
Statique et en Dynamique, comme centre des forces de la pesan 
A ta vérité, on défmit le centre d'un système de forces parallèl 
point de leur résultante qui ne change pas lorsque l'on change '. 
rection commune des forces en faisant tourner chacune d'elles ai 
de son point d'application. Or, les forces de la pesanteur ne chai 
pas de direction; elles sont toujours verticales. Mais, au lieu de ■ 
ger la direction d'un système de forces parallèles en laissan t le i 
sur lequel elles agissent, fixe, il revient au même de laisser la ( 



™,n 
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tion des forces fixe et de changer Porientation des corps par rapport 
à ces forces et on arrive ainsi en appliquant à la pesanteur la pro- 
priété générale du centre d'un systf'me de forces parallèles à l'im- 
portante proposition que voici : 

Théorème. — A Vintérieur de chaque corps solide ou non^ il 
existe un point tel que la résultante des forces que la pesanteur 
exerce sur le corpspasse par un point Jixe quelle que soit Porien- 
tation du corps par rapport à la verticale. Ce point se nomme le 
centre de gravité du corps. 

Sa détermination, — Supposons que, sur chaque point de masse 
m d'un corps, agisse une force /cm, k étant un coefficient constant 
quelconque et toutes les forces étant supposées parallèles et de 
même sens. Dans le cas de la pesanteur, c'est la gravité g qui repré- 
sente le coefficient de proportionnalité k. 

Soient u la distance du point de masse m à un plan quelconque et w 
la distance, à ce plan, du centre de gravité du corps. La résultante R 
des forces agissantes est : 

R = 2 /? m = A;mi -[- Z' ma + 

OU 

R =r it (m4 -h m, -f ) =* M 

en appelant M la masse totale des corps. Le théorème des moments 
duquel le coefficient k disparaît en facteur commun donne : 

MM'=m<«< +7W2W2+ •• ••• =SmM (D) 

En convenant d'appeler le produit mu de la masse d'un poiut par 
sa distance positive ou négative à un plan, le moment de cette masse 
par rapport au plan, on a cette proposition. 

Théorème. — La somme des moments des masses élémentaires 
qui composent un corps, par rapport à un plan quelconque^ est 
é(/ale au moment de la masse totale du corps supposée concentrée 
en son centre de gravité. 

Corollaire L — Si la somme des moments des massés d'un corps 



— 835 — 

par rapport à un plan est nulle, le centre de gravité du corps est con- 
tenu dans ce plan. 

Corollaire II. — Le centre de gravité d'un système de plusieurs 
corps est le même que si la masse de chacun d'eux était concentrée 
en son centre de gravité. 

Observons encore que le théorème ci-dessus s'appliquerait si on 
supposait des forces parallèles et proportionnelles aux masses, les 
unes dirigées dans un sens, les autres en sens opposé. Il faudrait 
alors prendre positives les masses correspondant aux forces d'un sens 
et négatives les masses correspondant aux autres. 

On peut être amené à cela dans la recherche du centre de gravité 
d'un corps creux, en le regardant comme la différence eatre le corps 
plein et le corps matériel fictif remplissant le creux. 

En multipliant parla gravité g les deux membres de l'équation (D) 
et observant que le produit mg est le poids de la particule de masse 
m et que le produit Vig est le poids de tout le corps, en appelant 
respectivement/) et P ces poids, on aura l'équation 

Ptt'=Sjott (D) 

ce qui permet d'appliquer les résultats précédents en y remplaçant 
le mot • masse » par le mot « poids » . 

En appliquant le théorème des moments à trois plans coordonnés 
orthogonaux ou obliques et appelant x\ y\ z' les coordonnées du 
centre de gravité d'un corps et e:^j,y,;?,les coordonnées de l'un de ses 
points de masse m, on a, pour trouver x\y\ 2, les trois équations : 

M a;' =• s wi a:, M y' = S m y, lH z =^'Lmz 

ou 

269. Plan diamétral. — On dit qu'un corps matériel renferme 
un plan diamétral conjugue à une direction donnée X'X, lorsque, 
sur toute parallèle à la direction X'X, à un point matériel de masse 
m situé d'un côté du plan, correspond un point de même masse 
situé de l'autre côté et à la même distance du plan que le premier. 
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Si la droite XX' est normale au plan, celui-ci prend le nom de plan 
de symétrie. 

Il est clair que le centre des deux forces égales km correspon- 
dantes à ces deux masses est au milieu de leur distance c^est-à-dire 
dans le plan diamétral. Tous les centres partiels étant dans ce plan, 
il en est de même du centre de toutes les forces parallèles (§ 264) ou 
du centre de gravité du corps. 

■ 

Le théorème des moments conduit au même résultat^ car il 
montre que la somme algébrique des moments des deux masses 
considérées par rapport au plan diamétral est nulle ; qu'il en est donc 
de même de la somme des moments de toutes les masses et que par 
suite, le centre de gravité est dans ce plan. 

Ainsi : 

THÉonÈME. — Si un corps renferme un plan diamétral ou un 
plan de symétrie, son centre de graoité est dans ce plan. 

S*il en renferme deux^ le centre de gravité est sur leur ligne 
d'^ intersection. 

S'il en renferme trois ou davantage, ils se coupent nécessaire- 
ment en un même point qui est le centre de gravité du corps. 

270. — Centres de gravité de volumes, surfaces, lignes 

— On dit qu'un corps est homogène, lorsque les masses ou les poids 
de ses diverses parties sont proportionnelles à leurs volumes. On peut 
alors confondre les masses ou les poids avec les volumes mêmes, 
puisque les coefficients de proportionnalité n'interviennent pas. Cela 
revient à attribuer à la matière dont le corps est formé une densité 
égale à Tunité. On dit, dans ce cas, qu'on cherche le centre de 
gravité du volume occupé par le corps. 

On suppose aussi des surfaces et des lignes matérielles homogènes 
ou non dont on cherche les centres de gravité. 

Ici, il ne sera question que de volumes, surfaces ou lignes homo- 
gènes. 



i 
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271. Applications immédiates. — Les centres de gravité de 
volumes tels que la sphère, Pellipsoïde, le parallélipipède ou des 
surfaces telles que le cercle, Pellipse, le parallélogramme coïncident 
avec les centres de figure. 

Le centre de 'gravité d'une portion de ligne droite matérielle est 
au milieu de la droite. 

Le centre de gravité d'un triangle est le point de rencontre des 
médianes. 

Chaque médiane, en effet, est une ligne diamétrale conjuguée au 
côté du triangle qui lui correspond. 

Le centre de gravité est donc au tiers de chaque médiane à partir 
de son pied. 

272. Trapèze. — La droite qui joint les milieux des côtés 
parallèles d'un trapèze est une ligne diamétrale qui contient le 
centre de gravité. 

E B 




Fig. 71. 

Soit (Fig. 71) ABCD un trapèze; soient E et Fies milieux des 
côtés parallèles; le centre de gravité est sur la médiane E F. 

D'autre part, soient respectivement g et g^ les centres de gravité 
des deux triangles ACB et CBD en lesquels on peut décomposer le 
trapèze. 

Le centre de gravité cherché est le centre (corollaire II) de deux 
forces parallèles et égales aux triangles appliquées en g et (/^ . Donc 
il est en G au point d'intersection de g g^ avec la médiane E F. 

Si nous voulons connaître sa distance à l'une des bases, celle CD, 
par exemple, appliquons le théorème des moments à un plan normal 

22 



I 



s 



l 



— 838 — 

à la figure efc ayant CD pour trace. En appelant m et m^ les masses 
des triangles et respectivement u et u^ les distances de leurs centres 
de gravité g et g^ à la base CD, on aura pour trouver la distance 
cherchée u\ la relation : 

(m 4- 7714) t«' = mit + W| tij 

Mais les masses m et m, des deux triangles, c'est-à-dire leurs sur- 
faces, comme ilsont même hauteur, sont proportionnelles à leurs 
bases. D'autre part, en appelant h la hauteur du trapèze, on a : 

^7. I7 

Donc: 

(AB + CD)tt' = (|AB+icD)A 

En désignant par u" la distance du centre de gravité à la base AB 
on aurait de môme : 

( A B + C D) u" = Q A B 4- 1 C D^ A 

En divisant membre à membre il vient : 

ti"_ AB + 2CD 
M ""2AB + CD 

ou: 

EG_ EB-fCD 
GF"~AB + FC 

d'où la construction suivante : 

Prolongeons EB d'une longueur BKnzCD et FC d'une longueur 
CL = AB. Le point cherché est l'intersection de la droite KL avec la 
médiane EF. 

273. Quadrilatère. — Soit (fig. 72) un quadrilatère quelconque 
ABC D. Menons la diagonale A C qui le divise en deux triangles ABC et 
AD C. Prenons le milieu E de la diagonale ; les centres de gravité g et gr, 
des deux triangles sont aux tiers à partir de E des deux médianes BE 
et DE. Le centre de gravité cherché G est le centre de deux forces pa- 
rallèles et proportionnelles aux deux triangles ABC et CD A appliquées 
respectivement en g et g^. Donc, ce point divise ggi en raison in- 
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verse des aires des deux triangles ou en raison inverse de leurs hau- 
teurs B6 et Drf, puisqu'ils ont la même base A C ou en raison 




Fjg. 72. 



inverse de BI et ID en appelant I le point d'intersection des deux dia- 
gonales, ou en raison inverse de gi et ig^ en appelant i le point d'in- 
tersection de la ligne gg^ nécessairement parallèle à la diagonale B D 
avec la diagonale .CD. 



Ainsi, on a 



d'où 



ou 



^g\ ig 
^g ig 



G.çr -fG^i ig + igi 
(^g=ig\ ou Ggn = 



^g- 



274. Polygone quelconque. — Pour trouver le centre de gra- 
vité d'un polygone quelconque on le décompose en triangles et, soit 
par construction directe (§ 263), soit par l'application du théorème des 
moments, on cherchera le centre des forces parallèles et proportion- 
nelles aux aires des triangles appliquées en leurs centres de gravité. 

275. Prismes droits. — Le centre de gravité d'un prisme 
droit est au milieu de la droite qui joint les centres de gravité des 
bases, ou, si l'on veut, au centre de gravité de la section faite au 
milieu de la hauteur. 
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-276. Tétraèdre. — Les quatre plans médians c'est-à-dire les 
plans menés par chaque arête et le milieu de Parète opposée sont 
des plans diamétraux. Donc, ils se coupent en un même point qui 
est le centre de gravité du tétraèdre. 

Les trois plans médians issus d'un même sommet se coupent sui- 
vant la droite qui va de ce sommet au centre de gravité de la face 
opposée. Les quatre droites qui vont des quatre sommets aux centres 
de gravité des faces opposées, se coupent donc au centre de gravité 

du tétraèdre. 

A 



Fig. 73. 

Ce point est au quart de|[chacune d'elles à partir de son pied. En 
effet soit (fig. 73) ABCD un tétraèdre. Menons les médianes DF et 
BE de la face B CD. Elles se coupent au centre de gravité 5^ de 
cette face et la droite A^ contient le centre de gravité G du tétraèdre. 
Si on mène la médiane A F de la face ABC, le centre de gravité g^ 
de cette face est au tiers de AF à partir do F. La droite Dg^, contient 
aussi le centre de gravité du tétraèdre. 

Dans le triangle AFD les points g et g^ sont aux tiers des côtes 
FA et FD à partir de F. lùoncgg^ est parallèle à AD. Les deux 
triangles (jggK et G AD sont semblables et donnent 

GA^AD 
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Les deux triangles semblables Vgg^ et F AD donnent d'ailleurs 

AD""FA~"B 

Donc 

GA~"3 

et 

Parle centre de gravité G faisons dans le tétraèdre une section bcd 
parallèle à base la B C D. Elle est, d'après la dernière relation, au quart 
de la hauteur correspondante du tétraèdre et le point G en est le 
centre de gravité. 

Théorème. — Le centre de gravité d'un tétraèdre coïncide avec le 
centre de gravité de la section faite par un plan parallèle à l'une 
quelconque des faces du tétraèdre au quart de la hauteur corres- 
pondante à partir de cette face. 

277. Pyramide. — Théorème. — Le centre de gravité d'une 
pyramide quelconque (et par voie de limite celui d'un c6ne quel- 
conque) coïncide avec le centre de gravité de k section parallèle à 
sa base faite au quart de sa hauteur. 

Soit, en effet (fig. 74), une pyramide S ABC DE ayant pour base un 
polygone quelconque A BC D E. Divisons-le en triangles par des diago- 
nales issues de l'un de ses sommets, du sommet A, par exemple et 
divisons le volume de la pyramide en tétraèdres correspondants. 

Faisons une section abc de parallèle à la base au quart de la 
hauteur et soient fj\^g^^n2 les centres de gravité des triangles formés 
dans cette section par les diagonales issues du point a. Ce sont, 
d'après le théorème précédent, les centres de gravité des tétraèdres 
dans lesquels nous avons décomposé la pyramide. Donc, le centre de 
gravité de la pyramide est le centre d'un système de forces parallè- 
les appliquées en gi^gt^Qi et proportionnelles aux volumes des tétraè- 
dres correspondants ou proportionnelles aux bases ABC, A CD, 
A D E de ces tétraèdres, puisqu'ils ont même hauteur, à savoir : la 
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hauteur de la pyramide, ou encore, proportionnelles aux triangles 
abc, acd^ a de. Mais le centre de telles forces parallèles est, par 




Fig. 7*. 

définition, le centre de gravite du polygone abcde^ ce qu'il fallait 
démontrer. 

E. — Forces dans un plan. 

278. Composition directe. — On peut décomposer chaque 
force en deux dont les directions passent par deux points A et B du 
plan, puis composer chacun des deux faisceaux de forces ainsi obte- 
nus en une force unique, ce qui donne deux résultantes. Si la sommé 
géométrique des forces données n'est pas nulle, il en est de même de 
celle des deux résultantes. Alors, qu^elles se rencontrent ou qu'elles 
soient parallèles, on peut les composer en une force unique. Si la 
somme géométrique des forces données est nulle, les deux résul- 
tantes forment un couple ; si les deux forces données sont en 
équilibre, les deux résultantes sont égales et opposées. 

Cette composition peut se faire systématiquement par l'emploi du 
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polygone des forces et des polygones funiculcUres \ mais cela est en 
dehors du programme. 

379. Composition analytique. — Rapportons les forces don- 
nées à deux axes de coordonnées rectangulaires pris dans le plan. 

Soient F^» F^ les composantes de Tune des forces F ; c2? et ^ les 
coordonnées de son point d'application. Calculons les sommes des 
projections des forces sur les deux axes et la somme de leurs 
moments relativement à Porigine des coordonnées* 

Soient respectivement A, B et N ces trois sommes, en sorte que : 

SF;r = A 2:Fy=B 

Si Rjr, Ryr sont les composantes de la résultante R et si œ' et y 
sont les coordonnées de son point d'application, c'est-à-dire les coor- 
données d'un point quelconque de sa ligne d'action ou les coordon- 
nées courantes de cette ligne, les trois conditions d'équivalence 
donnent : 

Rar = A R^- = B (1) 

Puis : 

x''Rx--y'Ry = 'N 

ou : 

Aa:'— By=N (2) 

Les deux premières donnent directement la résultante. La dernière 
donne une équation unique et linéaire entre les coordonnées couran- 
tes x' et r/ de sa ligne d'action. 

Son coefficient angulaire -r- montre que, comme cela doit être, elle 

est parallèle à la somme géométrique des forces données. 

Les équations (1) et (2) fournissent une solution, sauf dans le cas 
où A et B sont nuls à la fois. Alors les expressions (1) fourniraient 
une résultante nulle et l'équation (2) n'est possible pour des valeurs 
finies de x' et y^ que si N = o, c'est-à-dire quand les forces sont en 
équilibre. 

Si A=î=B=o et N^o l'équation (2) ne peut pas être satisfaite par 
des valeurs finies des coordonnées x' et y\ C'est le cas du couple. 
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F. — Forces quelconques. 

280. Nouvelle forme de la condition d'existence d'une 
résultante. — Le caractère d'existence d'une résultante, donnée 
au § 256 ne serait pas d'une application facile pour des forces quel- 
conques dans l'espace. Les données nécessaires et suffisantes pour 
définir un système de forces au point de vue de l'équivalence sont 
leur somme géométrique et leur moment résultant relativement à un 
point particulier -0 de l'espace choisi à volonté. 

Soient respectivement (flg. 75) S et Or ces deux lignes. 



B 



a 



iS 



R=S 



Fig. 75. 



La condition nécessaire et suffisante pour qu*un système de 
forces admette une résultante est que ces deux lignes soient per^ 
pendiculaires entre elles. 

En effet, pour qu'une force unique R soit équivalente aux forces 
données, il faut et il suffit (§ 250) que l'on ait : 

MoR = Ô7 

Mais le moment d'un vecteur R lui est perpendiculaire. Donc, Or 
doit être perpendiculaire à R et, par suite à son équipoUente S. La 
condition indiquée est donc nécessaire . 
• Elle est aussi suffisante. En effet, supposonsla remplie, en sorte 
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que Or est perpendiculaire à OS. Sur la normale Oa au plan S Or, 
prenons un point À à une distance 

et appliquons en A une force R = S. Le point A doit être pris d'un 
côté du plan S Or tel qu'un observateur placé suivant Or, les pieds en 
O^voie la force R à sa droite. De cette façon, le moment de la force 
R par rapport au point est bien le vecteur Or et comme Rest équi- 
poUent à S, les conditions d'équivalence sont satisfaites. 

Kemarque. — Pour S =0 etOr^O/nous aurons R=oetOA=:=Qo. 
C'est le cas du couple où il n'y a de résultante qu'une force nulle 
placée à l'infini, mais de façon telle que son moment reste fini, et ce 
moment est nécessairement constant par rapport à tous les points 
de Tespace, un déplacement fini du point ne changeant pas le pro- 
duit d'une force nulle par sa distance au point. 

Corollaire. — Si la somme géométrique d'un système de forces est 
perpendiculaire à leur moment résultant relativement à un point 
de l'espace, la même propriété existe à l'égard de tous les points . 

281. Composition analytique des forces. — Ce qui précède 
fournit la résultante R en même temps que la preuve de son exis- 
tence. Si on veut résoudre leproblème analytiquement, soient respec- 
tivement 

ABC 

les sommes des projections des forces sur un système de trois axes 
rectangulaires des x^ des y et des is et 

L M N 

les sommes de leurs moments relativement à ces axes. 

Pour qu'il existe une résultante R de ces forces en appelant Ror, 
Rj,Rz ses composantes eix^y^z les coordonnées de son point d'ap- 
plication, il faut et il suffit qu'elle satisfasse aux six conditions d'équi- 
valence (§250), soit 

R^zi^A R^ = B Rz = (3) 



L^ tr-.»-** :r-=rrA^r-rt *• r.* :« «ij «ir* aotssDî^s^ Ax Cjalraire^ les trois 
'.-mj'!**^ »' f.: :.r. :•>*«* -j.rrif :••; îiit#^rin_j»*^tf- SL «« effet, on les 
i, *.:r> Br.err.r.r«r i rri^^tn-r* ipr»r* j»s nier n-iJâp&ifs respie^vem^it 
f^f U R, C. >f tf" 1^ ir^-'nr ^es fisç-'tnss*»! et om obtient : 



0- LA^m -XC 

F^'jf ','.**.. T aît ï;!ir: rr^uli^i.t'e- L fi:iî et u sof&t que les données, 
<:'^ni-*-<îîfe û;* iii iTan îears A, B. C et L. M. !!( satisfassent à cette 
^'pfyiiiyfU. Sî -a remarque •]['j<e A« B. C sont les composantes de la 
Vfrriffi^ '^/-Oïuritvin^ 5 et qir-. pirsuii'r, si x, 5, i Si>nt les cosinus di- 
r«iJtt>:fji'* d^ c>rUe ligne, on a : 



* "? — S '"^S 

qfju; A'tïuirf: part L. N.5 sont § 2St les projections ou composantes 
du moment résultant r, en sorte que si )., a, * sont les cosinus di- 
r('j-ii'MT% âe celte li^oie, on a : 

^ ~Or ^ Or * Or 

on en déduit que la condition ci-dessus équivaut à : 

»'A-f-5ji-: v = o 

ai exprime que les deux lignes S et Or doivent être perpendiculaires 
pour qu^il y ait une résultante. 

Si cetto condition est remplie, les trois équations linéaires (4) se 
réduisent à deux, cVst-à-dire que les trois plans qu'elles représentent 
se coupent suivant une même droite et tout point de cette droite peut 
servir de point d'application à la résultante. Ce senties équations de 
lu ligne d'action de cette force. Cette droite est parallèle à celle 
qu'on obtient en annulant les seconds membres, c'est^-dire à la 
droite 

'L — L^L 
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Elle a donc bien, comme cela doit être, la direction de la résul- 
tante. 

Exercices. 

1. — Décomposer une force F en deux autres de même direction 
dont Tune F^ soit donnée, — Discuter les divers cas. 

1"*) F| de même sens que F. 

!"• cas F= lôO»'? Fi= 62kg 
2° cas F = 150»*» F<=240''8 

2") Fji de sens conU^aire à F. 

Mômes cas numériques que ci-dessus. 

2. — Démontrer que, si on prend les moments de vecteurs paral- 
lèles situés dans un plan P, par rapport à un plan perpendiculaire à 
P et dont la trace est x ?/, le moment de chaque vecteur est égal au 
produit de sa projection sur x y par la longueur de la perpendiculaire 
élevée au milieu du vecteur et prolongée jusqu'à x y. 

3. — Déterminer le centre de gravité : 
V D'une portion de polygone régulier ; 

2 ' D'un arc de cercle ; 

3^ D'un secteur de polygone régulier ou d'un secteur de cercle ; 

4® D'un segment de cercle. 

5® Du périmètre d'un triangle. 

4. — Démontrer que le centre de gravité d'un triangle est le 
centre de trois forces parallèles égales et de même sens appliquées 
aux sommets du triangle. 

5. — Démontrer que le centre de gravité d'un tétraèdre est le 
centre de quatre forces parallèles et de même sens appliquées aux 
quatre sommets du tétraèdre. 

6. — D'un point on mène des rayons vecteurs à divers points ma- 
tériels A,B,C.. distribuées d'une manière quelconque dans Tespace. 

En chaque point A et suivant le rayon vecteur OA prolongé on 
applique une force proportionnelle à la masse du point. 
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Démontrer que l'extrémité de la résultante de ces forces est le 
centre de gravité du système des points donnés. 

7. — On a un nombre quelconque de corps. On déplace le centre 
de gravité de Pun d'eux d'une longueur donnée X et suivant une 
droite donnée. Démontrer que le centre de gravité général se déplace 
suivant une direction parallèle et d'une longueur qui est à a dans le 
rapport du poids du corps déplacé au poids total de tous les corps. 

8. — Déterminer analytiquement les centres de 3, 4, 5 forces paral- 
lèles numériquement données , ainsi que les coordonnées rectangu- 
laires de leurs points d'application dans un plan et vérifier le résultat 
parla composition directe. 

9 . — Démontrer que quatre forces normales aux quatre faces 
d'un tétraèdre, proportionnelles à ces faces, issues de leurs centres 
de gravité et toutes dirigées, soit vers l'intérieur, soit vers l'exté- 
rieur du tétraèdre, sont en équilibre. 

Extension à un polyèdre quelconque. 



CHAPITRE XX 



COMPOSITION GÉNÉRALE DES FORGES 



A. — Couples. 

28â. EquWaleaco de deux couples. — ^!83. Moment résultani de couples. — Lorumo. — 
284. Composition et décomposition de couples. 

B. ^ Composition de forces quelconques. 

285. Réduction à une force ot un couple. — 286. Remarque. — S87. Réduction à doux 
forces. — S88. Condition de réductibilité à uûo force unique. — 289. Axe central. 

Exercices. 

A. — Couples. 

282. Equivalence de deux couples. — La conception du 
couple, comme élément spécial, due au génie de Poinsot est Pune 
des plus heureuses et des plus fécondes qui aient été introduites en 
Mécanique. 

Nous avons vu qu^un couple est irréductible en ce sens qu'il n'ad- 
met pas de résultante à distance finie. Mais un couple est équiva- 
lent à une infinité d'autres couples. 

Théorème I. — Pour que deux couples soient équivalents^ il 
faut et il suffit que leurs axes soient équipollents. 

En effet, deux couples forment deux systèmes de forces. Pour qu'ils 
soient équivalents il faut et il suffit (§ 250) qu'ils aient : 1^) même 
somme géométrique : 2'') mêmes moments résultants relativement à 
un point particulier de l'espace choisi à volonté. 

La première condition est remplie d'elle-même, deux couples 
quelconques ayant même somme géométrique, puisque cette somme 
est nulle pour chacun d'eux. Leurs moments résultants relative- 
ment à un point sont f§ 216) leurs axes transportés en ce point. Il 
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faut donc et il suffit que ces axes ainsi transportés soient identiques 
ou que, placés en des lieux quelconques, ils soient équipollents . 

Corollaire: l. — Pour que deux couples soient équivalents, il faut 
et il suffit : l"") qu^ils soient situés dans un même plan ou dans des 
plans parallèles ; 2"") que les parallélogrammes quHls forment, aient 
même aire ; 3") qu'un observateur placé à l'intérieur de chaque paral- 
lélogramme voie les deux forces de chaque couple dans le môme sens. 

Corollaire II. — On peut, quand on n'a en vue que l'équivalence, 
déplacer d'une manière quelconque, un couple dans son plan ou le 
transporter dans un plan parallèle, modifier à volonté la valeur 
commune de ses deux forces sans en changer le sens, pourvu qu'on 
modifie en même temps le bras de levier de façon à conserver l'aire 
de leur parallélogramme. 

En effet, aucune de ces opérations ne modifie l'axe du couple. 

283. Moment résultant de couples. — > Liemme. — Le mo- 
ment résultant d'un système quelconque de couples par rapport à 
un point quelconque de l'espace est constant en grandeur, direction 
et sens et égal à la résultante des axes des couples issus de ce point. 

En effet, soient : 

h, l'4 ; 'a. i'i ; h^ ^'3 ; ©te (a) 

un système de couples distribués d'une manière quel/conque dans 
l'espace. 

C'est un SYstème de vecteurs. Pour en avoir le moment résultant 
relativement à un point quelconque de l'espace, on doit, par défini- 
tion, construire, en ce point, le moment de chacun des vecteurs du 
système et en faire la somme géométrique issue du point. Mais 
cette somme ne change pas si on remplace certains des termes qui 
la composent par leurs sommes géométriques partielles (§ 57). 
Faisons donc d'abord, les sommes géométriques des moments des 
deux vecteurs relatifs à chaque couple, ce qui nous donnera Taxe de 
ce couple. Il ne restera alors qu'à faire la somme géométrique ou la 
résultante de ces axes. 
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284. Composition et Décomposition de couples. — Théo- 
RÈMS II. — Un système de couples distribués d'une manière quel- 
conque dans V espace est équivalent à un couple unique, ayant 
pour Onve, la résultante ou somme géométrique des axes de ces 
couples. 

Le couple unique qui a cet axe se nomme le couple résultant des 
couples considérés. 

En effet, les deux systèmes de forces formés, à savoir: l'un par 
les couples donnés, l'autre par le couple résultant sont bien équiva- 
lents. Car ils ont : 1**) même somme géométrique, puisque la sonune 
géométrique de chacun des deux systèmes est nulle ; 2°) mômes 
moments résultants relativement a n'importe quel point de l'espace ; 
car le moment résultant des couples donnés est la somme géomé- 
trique de leurs axes, en vertu du lemme qui vient d'être établi et le 
couple résultant a ce même moment résultant (§ 216). 

CoROLLAiHE 1. — La composition de couples quelconques est ainsi 
ramenée à celle de leurs axes transportés en un même point. 

Corollaire II. — L'axe du couple résultant de couples situés 
dans les plans parallèles est la somme algébrique des axes de ces 
couples. 

CoROLLAïaE III. — Inversement un couple peut être décomposé 
en deux ou plusieurs autres. Il suffît de décomposer son axe en 
deux ou plusieurs autres. En particulier, l'axe d'un couple peut être 
décomposé, par la règle du parallélogramme, en doux autres dont 
l'un donné ou en deux autres de directions données dans un plan 
quelconque passant par cet axe. De là, des décompositions corres- 
pondantes d'un couple . 

L'axe d'un couple peut être décomposé suivant la règle du paral- 
lélipipède suivant trois directions parallèles à trois axes de coordon- 
nées quelconques. Le couple correspondant se trouvera ainsi décom- 
posé en trois autres dont les plans sont normaux aux axes, par 
conséquent, sont parallèles aux plans coordonnés si ceux-ci sont 



rectangulaires et on peut, si on le veut, transporter les couples 
obtenus dans les plans coordonnés eux-mêmes (§ 283 Corollaire II). 

B. — Composition de forces quelconques. 

t5. Réduction & une force et un couple. — Théobème. — 

t système de forces est réductible 

) A une force unique issue d'un point arbitrairement 

si dans l'espace, équipollente à la somme géométrique de 

forces et qu^n nomme leur résultante de translation; 

) A un couple unique ayant pour axe le moment résultant 

forces relativement au point et qu'on nomme le couple ré- 

%nt de la translation des forces au point 0. 

remiére démonstration. — En eftet, considérons : 
) Les forces données dont nous désignerons la somme géomé- 
le par S et le moment résultant relativement au point par Or; 
) Le système de trois forces formé par la force S supposée 
3 du point et un quelconque des couples ayant Or pour axe. 
is deux systèmes ont : 

) Même somme géométrique S, le premier, par définitioa, le 
nd parce que les deux forces du couple qui y entre ne donnent 
dans la somme géométrique ; 

) Môme moment résultant Or relativement au point 0, le pre- 
r, par dërmition, le second parce que le moment de la force S 
3 du point est nul relativement à ce point et que le moment 
Itant des deux forces du couple est son axe qui, par construction, 
)r. 

deuxième démonstration. — On peut donner de cette impor- 
e proposition une autre démonstration s'appuyant sur un 
ne dVn usage fréquent. 

emme. — Une force peut être déplacée dMne manière quelconque 
dlèlement à elle-même, pourvu qu'à la force déplacée on adjoigne 
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«m couple ayant pour ave le oncHnent de la (force piûuÉive par riq^ 
port à son nouveau point d'appli- 
cation. 

En effet, soit (fig. 76) F une force 
appliquée en un point A. Soit un 
point quelconque de l'espace. "En 
ce point, nous pouvons appliquer 
deux forces égales et opposées, 
Pune F' équipoUente à F, l'autre 
— F. Nous avons ainsi transporté 
la force F en F' en adjoignant à 
cette dernière le couple F, — F 
dont l'axe est évidemment le mo- 
ment Om de la force F par rap- 
port au point 0. 

lionis pouvions tensuite reimplaci&r 
i» oeiopie par Écmt oo^uple i^^\^ 
valent 4ni ayaiifctiraèiiiejQ[e. 

Gela étant, considéopons >des forces qnelciinqikLes. Transportotns les 
paraUèlenrent à eU«6-a»6n%es «si jun point en adjoignant à chacune 
desiorces transparéées, le couple réfimltant de cette translation. Les 
forces trasisportées se oompa^eont en une seule qni estia somme .géo- 
métrique des forces données issue de ; elle se nomme la résultante 
de translation de ces forces. 

Les couples qui ont pour axes, les moments des forces données 
relativement au point 0, se composent en un couple unique (§ 284) 
ayant pour axe la résultante de ces moments ou le moment résul- 
tant 0/' des forces données. Il se nomme le couple résultant de la 
translation des forces au point 0. 

Corollaire. — Le moment résultant d'un système de forces dont 
3a somme géométrique est nulle est constant en grandeur, direction 
et sens relativement à tous les points de l'espace. 

En effet, ce système se réduit à un couple dont le moment résul- 

23 



Fig. 76 
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tant est constant. Donc, il en est de même de celui des forces consi- 
dérées. 

286. — Remarque. — On voit par ce qui précède que les termes : 
moment résultant d^un système de forces relatif à un point et axe 
du couple résultant de la translation de ces forces au point 0, c^est 
une seule et même chose ; somme géométrique issue d^un point et 
résultante de translation en ce point sont également des termes simi- 
laires. 

Mais les deux lignes OS = S et Or qui caractérisent un système de 
forces au point de vue de Péquivalence sont plus significatives si on 
regarde la première comme une force, la seconde comme Taxe d'un 
couple, cette force et ce couple formant un système équivalent aux 
forces dont elles proviennent. 

287. Réduction d'un système de forces à deux. — Nous 
pouvons, parle théorème qui précède, vérifier la proposition qui nous 
a servi de point de départ, à savoir : que tout système de forces est 
réductible à deux dont l'une passe par un point choisi à volonté 0. 
En effet, nous pouvons (§ 285) réduire le système à une force S issue 
de et un couple. Nous pouvons déplacer ce couple (§ 282) de ma- 
nière que l'une de ses deux forces passe en 0, puis composer cette 
force avec celle S. Il restera deux forces dont l'une issue du point 
quelconque 0. 

288. Condition de réductibilité à une force unique. — 

Nous avons vu (§ 280) que, pour qu'un système de forces admette 
une résultante unique, il faut et il suffit que sa somme géométrique S 
et son moment résultant Or relativement à un point particulier de 
l'espace choisi à volonté soient perpendiculaires. Cela équivaut à 
dire qu'il faut et il suffit que la résultante de translation S au point 
et le couple résultant de cette translation soient dans un même plan. 
On vérifie, d'ailleurs, que la réduction à une force unique se fait 
alors très facilement. 
Car si OS et Or sont perpendiculaires (fig. 77;, on eut amener le 
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couple résultaot qui a pour axe Or, dans le plan SOu perpendi- 
culaire à Or, prendre (§ 282) la force S, pour valeur commune 
des deux forces du couple et placer celui-ci de manière que Tune de 
ces forces — S soit égale et opposée à OS. L'autre R =8 sera alors 
appliquée en un point A à une distance OA de — S telle que : 



OAXS = Or 



(A) 



et du côté où un observateur placé suivant Or voit les forces du 
couple de gauche à droite. 



R-s 



i 



Fig. 77. 




Les forces S et — S égales et opposées peuvent être supprimées et 
le système est réduit à la force unique R. 
Nous retrouvons ainsi le résultat obtenu au § 280. 



! 



289. Axe central. — THÉonÈME. — Etant données des forces quel- 
conques, il existe une droite de môme direction que la somme géomé- 
trique de ces forces et telle que, si les forces sont transportées en un 
point quelconque de cette droite, le couple résultant de cette trans- 
lation est normal à la droite (ou Taxe de ce couple a même direc- 
tion qu'elle). 

En effet, soient (fig. 78) OS == S la résultante de translation 
des forces en un point quelconque de l'espace et r Taxe du couple 
résultant correspondant. 
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Décomposons cet axe en deux autres : Van Or^ dirigé suivant OS, 
Tautre Or^ perpendiculaire à cette ligne. Nous avons ainsi remplacé 
l^s forces données par cinq forces, à savoir : la résultante de transla- 
tion S et les deux couples qui ont respectivement pour axes r^ et 
Or^. Mais le premier de ces deux couples peat être supposé dans le 
plan S Ou perpendiculaire à Or^. Les deux forces de ce couple et la 
force S peuvent être remplacées par une force unique R m S déter- 
minée' comme il est indiqué au § précédent. 

Il reste donc la résultante de translation R = S en A et le couple 
dont Taxe 0/'< peut être amené en Ar puisque la position de l'axe 
d'un couple n'est pas spécifiée. 



IR 



A^^ 
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Fig. 78 



D'ailleurs, la force Ret le couple d'axe Ar' sont évidemment les 
mûmes pour tous les points de la droite indéfinie VV'qui les contient. 
Car on peut déplacer la force AR suivant sa propre direction. 

La droite qui possède ainsi cette propriété que la résultante de 
translation en l'un quelconque de ses points et l'axe du couple cor- 
respondant ont même direction que la droite elle-même se nomme 
l'axe central du système des forces considérées. 
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Exercices. 



1) Démontrer que, pour que deux systèmes de forces situées dans 
des plans parallèles se fassent équilibre, il faut et il suffit : 1* que 
chacun d'eux soit réductible à un couple ; 2* que ces deux couples 
aient des moments égaux et des signes contraires. Examiner le cas de 
deux systèmes de forces situées dans deux plans qui se coupent. 

2) Démontrer que si : 

ABC 

sont les sommes algébriques des projections d'un système de forces 
sur trois axes de coordonnées rectangulaires et si : 

L M N 

sont les sommes algébriques de leurs moments relativement a ces 
axes, ce système de forces est équivalent à trois forces A, B, C dirigées 
suivant les axes de coordonnées et à trois couples d'axes L^ld, N, 
dirigés également suivant les axes de coordonnées. En déduire les 
équations de Taxe central. 

3) Démontrer que le couple de translation d'un système de forces 
correspondant à l'axe central est minimum c'est-à-dire plus petit que 
celui qui correspond à tout autre point de l'espace. 

4) Démontrer que les axes des couples correspondants à tous les 
points de l'espace sont constants en projection sur la direction de 
l'axe central ou de la somme géométrique des forces considérées, ou 
encore que la somme algébrique des moments d'un système de forces 
est constante relativement à tous les axes de même direction que la 
droite qui ferme le polygone de ces lorces. 

5) Démontrer qu'en projection sur un plan normal à cette der- 
nière droite, l'axe du couple correspondant à un point quelconque A 
de l'espace est perpendiculaire à la normale à l'axe central, menée 
du point A et proportionnel à la longueur de cette normale. 



CHAPITRE XXI 



EQUILIBRE DES CORPS SOLIDES NON LIBRES (*} 



A. Principes généra vx. 

290. CondilioDS générales d'équilibre. — 291. Données et inconnues. — â9â. Principe généraU 

B. Corps ayant un point fixe. 

293. Comment on réalise la fixité d'un point. — S9i. Réaction d'un point fixe. — 295. 
Cas où on néglige le frottement. — Théorème I. —296. Cas où Ton a égard au frottement. 
— Théorème II. 

C. Corps ayant un axe fixe. 

207. Comment on réalise la fixité d'un axe. — 298. Axe buté à un bout. ^ Théorème III. — 
299. Axe non buté. — Théorème IV. — 300. Axe buté aux deux bouts. — Théorème Y. — 
30i. Corollaires. 

C. Corps reposant sur un plan sans frottement et sans adhérence. 

;i02. Théoi^ème VI. — 303. Des pressions sur les appuis. — Théorème VU. — 304. Obser- 
vation générale sur l'indélermination des pressions. 
Exercices. 

A. Principes généraux. 

290. Conditions générales d'équilibre. — Quels que soient 
les obstacles qui empêchent un corps de se mouvoir librement, ils 
équivalent, comme nous Tavons vu, pour des points matériels non 
libres à de certaines forces agissant sur le corps, en outre de celles 
qui lui sont appliquées. Ces dernières se nomment les forces direc- 
tement appliquées^ tandis que les premières se nomment les réac- 
tions des appuis. 

Par cela môme que le corps subit des réactions de la part des 
appuis, il exerce sur eux, en vertu du principe de l'égalité de Paction 
et de la réaction, des actions égales et contraires qui se nomment les 
pressions du corps sur les appuis. 



(•} Ltt recherche des pressions sur les appuis qui occupe une partie importante de ce cha- 
pitre n'est pas indiquée explicitement au programme d*admission. On peut n'en prendre qu« 
ce qui est nécessaire aux démonslralions. 
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Diaprés cela, tout corps gêné dans ses mouvements peut être con- 
sidéré comme libre, sous Paction : 

1*^) Des forces qili lui sont directement appliquées et que nous dési- 
gnerons par les lettres : 

F<, Fj, F3 (a) 

2o) Des réactions des appuis que nous désignerons par les lettres 

R<. «2, R3 W 

en sorte que les pressions sur les appuis égales et opposées aux réac- 
tions, seront désignées par 

-R, — R„ — Ra 

Ainsi, pour qu'un corps non libre, quel qu'il soit, soit en équili- 
bre, il faut que Pensemble des forces (a) et (6) satisfasse aux condi- 
tions universelles d'équilibre : 

S^F+S^R = o (1) 

S'il s'agit d'un solide invariable, elles sont suffisantes et s'il s'agit 
d'un solide naturel, les conditions complémentaires à leur adjoindre 
sont celles relatives à la résistance du corps et de ses appuis, condi- 
tions que nous tiendrons ici pour remplies. Il s'ensuit que, pour 
nous, les deux équipoUences ci-dessus assurent l'équilibre des corps 
naturels d'ailleurs très rigides que nous envisagerons, aussi bien que 
s*il s'agissait de solides invariables 

291. Données et inconnues. — Dans ces équipoUences, les 
forces directement appliquées (a) sont les données des problèmes. 
Les réactions des appuis sont des inconnues auxiliaires. L'élimina- 
tion de ces inconnues des équipoUences (1) ou des équations algé- 
briques par lesquelles on peut les remplacer, fournira les relations 
qui doivent exister entre les forces données pour que l'équUibre soit 
assuré. Ce sont ces relations qui constituent les conditions d'équi- 
libre. Il se peut qu'il n'y en ait pas. Ainsi, si on fixe trois points non 
en Ugne droite d'un corps solide, des forces quelconques sous la 
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réserve toujours admifie ici qu^il n'y aova pas de rupture, tiendront 
tout le corps au repos. 

292. Principe général. — Des conditions d^équilihre ci-dessus 
on tire : 

qui expriment que les forces F et les forces — R forment deux sys- 
tèmes équivalents. 

Si donc on se rappelle que les forces — R représentent les pres- 
sions sur les appuis, on arrive à ce principe général. 

Pour qu^un corps solide naturel en contact avec des appuis 
quelconques soit en équilibre (en supposant assurées sa résistance 
et celle de ses appuis;^ il faut et il suffit que les forces qui lui 
sont directement appliquées et les réactions des appuis satis- 
fassent auj' six conditiotis universelles d^équilibre, ou ce qui 
revient au môme, que les forces directement appliquées et les pres- 
sions sur les appuis puissent former deux systèmes équivalents 
(§251). 

B . Corps ayant un point fixe, 

293. Gomment on réalise la fixité d'un point. — Pour réa* 
User la fixité d'un point d'un corps, on emploie ce qu'on ap- 
pelle le genou ou V articulation sphérique. Le dispositif consiste 
en ceci : on taille une sphère généralement de faible rayon ayant le 
point que l'on veut rendre fixe pour centre et on pose cette sphère 
sur un appui fixe formé par une portion de sphère creuse théorique- 
ment de même rayon que la sphère pleine qui y est emboîtée. Il s'en- 
suit que celle-ci ne peut que tourner sur elle-même, son centre res- 
tant fixe. 

DaBâ la pratique, la sphère creuse a un rayon légèrement supérieur 






i 
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à celui de la sphère pleine qu'elle porte, de manière qu'il n'y ait qu'un 
seé) point de eont^ct entre elles. 
Ainsi, soit (ùg, 80) le point que 
Ven reut fixer. La spbère pleine 
indiquée par des hachures est liée 
au corps et elle repose sur la por- 
tion de sphère creuse D A B faisant 
partie d'un appui iixe et dont nous 
vnm& exagéré le rayon. L'équili- 
bre étant supposé établi, le con- 
tact entre les deux sphères se fait 
en quelque point A qui dépend 
naturellement de la grandeur et 
de la direction des forces F directement appliquées au corps. Ce 
point n'est pas connu a priori. C'est une des inconnues du problème. 




Fig. 80. 



294. Réaction d'un point fixe. — La réaction qui naît de cette 
combinaison passe nécessairement au point de contact A. C'est la 
réaction de la surface iixe DAB. Il y a deux cas à distinguer : 

!•) Si on suppose le frottement négligeable, cette réaction est (§ 199) 
normale aux deux surfaces en contact. Elle passé donc au point 
iixe 0. Ainsi, dans ce cas, on connaît un point de la ligne d'action 
de la réaction. C'est le point fi x^e. Mais on n'en connaît naturel- 
lement pas la direction, puisque le point de contact A qui la don- 
nerait est inconnu. C'est, au contraire, ce point qui, s'il y a intérêt 
à le connaître, se déduira de la connaissance de la direction de la 
réaction ; 

2o) Si on tient compte du frottement, alors (§ 193) il faut concevoir 
un cône de révolution décrit autour de la normale AON par une gé- 
nératrice Aa 6 faisant avec cette normale Tangle du frottement o relatif 
aux deux surfaces en contact, et tout ce que l'on sait, c'est que, 
pour l'équilibre, il faut et il suffit que la réaction soit à l'intérieur 
de ce cône ou, dans le cas de l'équilibre limite, sur sa surface. 
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295. Cas où on néglige le frottement. — Toéorèxs I. — 
Pour qu'un corps ayant un point fixe soit en équilibre lorsqu'on 
fait abstraction du frottement^ il faut et il suffit que le moment 
résultant des forces qui lui sont directement appliquées relati- 
vement au point fixe soit nul, La pression sur l'appui est alors 
en grandeur, direction et sens la résultante de translation de 
ces forces au point fixe. 

En effet, ici il n'y a qu'une réaction. De plus, en l'absence de frot- 
tement, elle passe au point fixe (§ 294). Donc, en vertu du principe 
général du § 292, il faut et il suffit, pour l'équilibre, que les forces 
données admettent une résultante unique passant au point fixe et cette 
résultante sera la pression sur Pappui. Or, pour qu'elle^ admettent 
une résultante unique passant au point fixe, il faut et il suffit (§ 236) 
que leur moment résultant relativement à ce point soit nul. La résul- 
tante sera alors leur somme géométrique issue de ce point. C'est ce 
qu'on appelle leur résultante de translation en ce point. 

296. Cas où l'on a égard au frottement (*). — Sans déve- 
lopper ce cas, on voit cependant aisément la marche à suivre pour 
le résoudre. Du principe général du § 292 et des lois du frottement 
rappelées, résulte que, pour l'équilibre, il faut et il suffit que la réac- 
tion AR (fig. 80, p. 361) soit à l'intérieur du cône 6Ac. On ne con- 
naît que la forme de ce cône, mais non sa position. Mais on peut y 
inscrire une sphère du point comme centre et cette sphère est 
connue. Si OA = r est le rayon de la sphère qui forme l'articulation, 
le rayon io=Oa de la sphère inscrite est : 

p = r sin 9 

Il faut et il suffit que la réaction AR et, par suite, la pression sur 
l'appui qui lui est égale et opposée coupe cette sphère. Ainsi : 

TiiÉoiŒME II. — Pour qu'un corps assujetti à avoir un point fixe 

(•) Ceci n'est pas au programme de l'Ecole centrale. 
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réalisé par une articulation sphérique de rayon r soit en équilibre 
sous Paction de forces données, il faut et il suffit : 

1°) Que les forces admettent une résultante (ce que Ton recon- 
naît par le théorème du § 280) ; 

2*) Que cette résultante R' qui est connue coupe la sphère de 
rayon p=^r sin ^ décrite du point fixe comme centre. 

Celte résultante est alors la pression sur Fappui et elle fournit le 
point A où agit cette pression. 

C. — Corps atjant un axe fixe, 

297. Gomment on réalise la fixité d'un axe. — Pour réa- 
liser la fixité d'un axe lié à un corps, on emploie Varticulation cy-- 
Undrique^ c'esfc-à-dire qu'on fait venir en saillie sur le corps deux 
petits cylindres circulaires concentriques à Paxe, appelés touril- 
lons et pareils entre eux. On les pose sur deux portions de cylin- 
dres creux fixes. Ces deux portions de cylindres également pareils 
entre eux, théoriquement de même rayon que les tourillons, se 
nomment les coussinets sur lesquels peuvent tourner les tourillons» 

Par cette disposition, les tourillons sont emboîtés de manière que 
leur axe commun ne puisse pas quitter la ligne indéfinie suivant la- 
quelle il est placé. Mais il peut se déplacer suivant sa propre direc- 
tion. Si on veut empêcher ce mouvement, on butte contre un plan 
fixe perpendiculaire à Taxe, la base de celui des deux tourillons qui 
est placé du côté vers lequel le corps tend à se déplacer suivant 
cet axe. L'extrémité de Pautre tourillon peut rester libre, afin que 
l'ensemble puisse se dilater sous l'influence de la chaleur. 

Pratiquement, les coussinets ont un rayon un peu plus grand que 
les tourillons, de sorte que, quand Tcquilibrc a lieu, les cylindres que 
forment les tourillons et leurs coussinets ne se touchent que suivant 
une seule de leurs génératrices. Ainsi, supposons (fig. 81) un 
corps ayant un axe fixe O'O" qui, dans une coupe d'un tourillon 
se projette en 0. Les deux tourillons a' et a" se projettent suivant 
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la petite circonférence avec hachures de centre 0. Les deux coussi- 
nets faisant partie de supports appelés des paliers p et /)" se pro- 
jettent suivant la partie/) marquée par un liseré. Les génératrices de 





Fig. 81 

contact se projettent en A. En chaque point de contact se produit une 
réaction. Nous remplacerons toutes les réactions d^un coussinet par 
une force unique que nous supposons placée dans son plan moyen, 
en sorte que tout se passe comme si les deux paliers/)' et/>" étaient 
réduits à leurs plans moyens marqués en pointillé sur la figure. 

Si on fait abstraction du frottement, ce que nous ferons dans le 
problème général, sauf à en tenir compte ensuite dans quelques cas 
particuliers, les réactions sont normales aux deux surfaces en leurs 
points de contact. Si Pun de ces points de contact est A, la réaction 
correspondante sera dirigée suivant A 0?ï. Ces réactions R' et R" 
rencontrent donc l'axe aux deux points 0' et " où il est coupé 
par les plans moyens des paliers. Elles sont situées dans ces plans 
où leurs directions restent inconnues, puisqu'elles dépendent des 
génératrices de contact. 

Si Taxe n'est pas buté, il se trouve ainsi que les deux réactions 
sont issues des deux points 0' et 0" de l'axe et lui sont normales. 

Mais si Taxe est buté au point 0' par exemple, il se produira en- 
core en ce point une réaction R'^ normale au plan de butée, c'est-à- 
dire dirigée suivant l'axe, de sorte que la résultante R de cette réac- 
tion et de celle qui est normale à l'axe peut avoir une direction ab- 
solument quelconque. Ainsi, il y a deux et même trois cas à cona- 
dérer. 
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1") Aœe 0' buté en 0\ — Réaction quelconque au point 0' qui 
eât fixe ; réaction normale à l'axe au point 0" qui est libre de se dé- 
placer suÎTant Taxe par TefTet d'une dilatation ou contraction soit ca- 
lorifique, soit élastique ; 

2") Axe OO' non buté^ c'est-à-dire libre de glisser sur lui-même : 
réactions normales à l'axe et de directions d'ailleurs inconnues ; 

3^) Parfois, on est amené à buter les deux extrémités 0' et 0" de 
Taxe, c'est-à-dire à en faire deux points fixes. Alors, les réactions 
issues de 0' et 0" peuvent l'une et l'autre avoir des grandeurs et 
des directions quelconques. Mais, en fixant ainsi deux points d'un 
corps naturel et empêchant, par suite, la distance O'O" d'obéir libre- 
ment aux effets de dilatation ou de contraction calorifiques ou autres, 
on doit s'attendre à avoir, suivant la ligne 00" des réactions consi- 
dérables en cas de changements de température ou môme par l'effet 
des déformations élastiques contrariées et à ce que ces réactions ne 
puissent plus se déterminer par nos équations, lesquelles n'en sub- 
sistent pas moins pour assurer l'équilibre, mais doivent être complé- 
tées pour la recherche des réactions. 

Ces préliminaires établis, nous allons chercher les conditions 
d'équilibre et autant que possible les réactions des appuis dans cha- 
cun des cas. 

298. Axe buté à un bout. — Théorème III. — Pour qu'un corps 
ayant un axe fixe buté en Tune de ses extrémités soit en équilibre, 
abstraction faite du frottement, il faut et il suffit qu'il satisfasse à 
cette seule condition, que la somme algébrique des moments par 
rapport à l'axe, des forces qui lui sont directement appliquées soit 
nulle. 

Les réactions des appuis ou leurs contraires, les pressions sur les 
appuis, sont alors complètement déterminées. 

En effet, en vertu du principe général posé au § 292, pour qu'il y 
ait équilibre, il faut et il suffit que les forces données et directement 
appliquées au corps que j'appellerai les forces F puissent être équili- 
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brées (fig. 81) par les deux réactions des appuis, c^est^à-dire par 
deux forces R et R'' passant respectivement en deux points donnés 
0' et 0', l'une R quelconque, Pautre R" située dans un plan donné, 
le plan normal à Taxe en 0" ou, ce qui revient au même, que le sys- 
tème des forces données soit réductible à deux résultantes — R et 
—R' égales et contraires à R et R**. 

Mais les deux résultantes rencontrant Taxe, leurs moments, et, 
par suite, la somme de leurs moments relativement à cet axe sont 
nuls. Il faut, par suite, d'après les conditions d'équivalence (§ 250) 
qu'il en soit de même de la somme des moments des forces données. 
La condition indiquée est donc nécessaire. Il s'agit de montrer 
qu'elle est suffisante. En effet, supposons la remplie. Admettons que 
les forces données soient définies par leur somme géométrique S et 
leur moment résultant O'r relativement au point 0'. Ces lignes ne 
sont pas marquées sur la figure. Nous pouvons (§ 285) remplacer les 
forces données par leur résultante de translation S en O'et l'un quel- 
conque des couples admettant 0> pour axe. Mais, puisque la somme 
des moments des forces données par rapport à l'axe O'O" est nulle, 
il en est de môme de la somme des moments de la force S et du 
couple résultant. Et comme le moment de la première est nul, 
puisqu'elle passe en 0', il faut qu'il en soit de môme de la somme 
des moments des deux forces du couple d'axe 0>. Cette somme n'est 
autre (§222) que la projection de l'axe 0> du couple sur l'axe 00". 
Cette projection est donc nulle, c'est-à'dire que l'axe 0> du couple 
est nécessairement perpendiculaire à 00" et par suite, nous pou- 
vons prendre le couple dans un plan passant par 00". Nous pou- 
vons, de plus, prendre les deux forces du couple que nous appel- 
lerons et — Q normales à Taxe O'O" et passant en 0' et 0" pourvu 
que leur valeur commune soit tirée de la relation. 

QX0'G" = 0'r 

et que nous leur donnions le sens voulu pour qu'un observateur 
placé suivant OVles voie de gauche à droite. 
Nous aurons ainsi réduit les forces données, à savoir : à deux forces 
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S et Q passant en 0' et à une force — Q passant en 0" et normale à 
Paxe. La résultante des deux premières sera la pression — R sur le 
coussinet O'et la dernière sera la pression — R" sur le coussinet 0"4 
Parmi les couples ayant 0> pour axe, celui que nous avons défini 
est d'ailleurs le seul remplissant les conditions voulues, à savoir : 
que ses deux forces passent en 0' et 0' et que Pune d'elles soit 
normale à cet axe. La solution est donc unique. 

299. Axe non buté. — Théorème IV. — Pour qu'un corps ayant 
un axe non buté soit en équilibre, abstraction faite du frottement, il 
faut et il suffit qu'il satisfasse à ces deux conditions : que la somme 
algébrique des moments des forces qui lui sont directement appli- 
quées relativement à Paxe soit nulle et qu'il en soit de même de la 
somme algébrique des projections de ces forces sur l'axe. 

En effet, les deux résultantes — R' et — R " doivent ici être normales 
à Taxe. Donc, les sommes de leurs projections sur Taxe et de leurs 
moments relativement à cetaxe sont nulles. Il faut donc qu'il en soit 
de même des forces données qui leur sont équivalentes. Ces conditions 
sont d'ailleurs suffisantes. Celle relative aux moments montre (§ 298) 
que les deux forces données admettent un système unique de 
deux résultantes passant en 0' et " et cette dernière normale à 
Paxe. La condition relative aux projections montre que la première 
lui est également normale et que la solution est encore unique. 

300. Axe buté en deux points. — Théorkme V. — Pour qu'un 
corps ayant un axe buté en deux points soit en équilibre, il faut et 
il suffit que la somme algébrique des moments des forces qui le sol- 
licitent soit nulle relativement à l'axe. 

Les réactions des points fixes ou les pressions sur ces points ne 
sont alors déterminées qu'à deux forces égales et opposées près^ 
appliquées en ces points. 

Ici, la condition nécessaire et suffisante pour Péquilibre est que les 
forces données soient réductibles à deux assujetties seulement à 
passer par les points fixes. Les moments de ces deux forces par rap- 
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port à Taxe étant nuls, il en est nécessairement de même de la 
somme des moments de forces directement appliquées. 
• La condition est d^illeurs suffisante. Car si elle est remplie, oo 
verra comme au § 298 que les forces se réduisent à une résultante, 
S passant en 0' et à un couple dont les deux forces passent en 0' et 0' 
Mais les deux forces de ce couple peuvent ici être prises de direction 
commune arbitraire. Si on décompose chacune de ces forces en deux, 
Tune normale à Taxe, l'autre suivant l'axe, les deux premières seront 
déterminées. Car ce sont celles trouvées au ^ précèdent. Les deux 
autres égales, dirigées suivant la droite 00" et de sens opposés 
resteront entièrement arbitraires sans que toutes les conditions de 
l'équilibre cessent d'hêtre satisfaites. 

Ces deux forces ne peuvent se déterminer qu*en ayant égard a 
rélasticité du corps et à sa dilatabilité. 

Cette insuffisance des équations de la statique ordinaire à définir 
ces deux iorces vient de ce que la fixité de deux points impose la 
fixité à la longueur 00" et, par suite, une contrainte 4iux déforma- 
tions élastiques ou calorifiques du corps. Supposons que les forces 
directement appliquées soient nulles et qu'on chauffe le corps. L'obli- 
gation où est la longueur 00" de ne pas obéir à la chaleur suffit à 
faire naître des réactions en 0' et 0". Ces réactions étant alors les 
deux seules forces agissantes, la statique se borne à nous dire que 
pour l'équilibre, elles doivent être égales et opposées. Mais quelle 
est leur valeur commune ? Elle dépend de la température à laquelle 
le corps est porté, de sa dilatabilité et de son élasticité, toutes 
choses dont nos équations ne sauraient tenir compte et qui se déter- 
minent par les équations complémentaires dont nous avons parlé au 
§ 245 et que nous tenons ici pour satisfaites. 

301. Corollaires. — ConoLLAinE L — Pour qu'im corps ayant un 
axe buté ou non soit en équilibre sous l'influence de forces normales 
à l'axe, il faut et il suffit que la somme algébrique de leurs moments 
relativement à l'axe soit nulle. 
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Les deux résultantes sont alors normales à Taxe, puisque la somme 
de leurs projections sur Taxe est nécessairement nulle comme celle 
relative aux forces données. 

On peut donc théoriquement se dispenser de buter un tel axe. 

Corollaire IL — Lorsque des forces quelconques rencontrent 
Taxe, il suffit de le buter pour que l'équilibre soit assuré. 

CoBOLLAiRB 111 — Lorsquo les forces rencontrent Paxe et lui sont 
en même temps normales, l'équilibre est assuré, que Taxe soit buté 
ou non et quelles que soient les forces, sous la rrseroe essentielle 
et toujours sous-entendue que les charges nje produiront pas de rup- 
ture. 

C. — Corps reposant sur un plan sans frottement. 

302. Théorème VI. — Pour qu'un corps posé sur un plan par un 
nombre quelconque de points d'appui sans frottement et sans adhé- 
rence^ soit en équilibre, il faut et il suffit que les forces qui lui 
sont directement appliquées, admettent une résultante unique nor- 
male au plan, tendant à appuyer le corps sur le plan et non à Ten 
détacher et le rencontrant en un point situé à l'intérieur ou sur 
le pourtour de tout polygone convexe ne laissant aucun des appuis en 
dehors de lui. 

En effet, si, pour abréger le langage, nous nous représentons le j)Ian 
comme horizontal, nous voyons que les réactions des appuis sont 
toutes : 

1**) Normales au plan, c'est-à-dire verticales, puisqu'il est fait abs- 
traction du frottement ; 

2°) Ascendantes, puisqu'il n'y a pas dP adhérence entre le corps et 
le plan, c'est-à-dire que celui-ci ne peut pas opposer de réaction des- 
cendante à une force qui tendrait à soulever le corps. 

Par suite, toutes les pressions exercées sur le plan aux points 
d'appui sont verticales et, de même sens. De pareilles forces admet- 
tent toujours une résultante (§ 263) et, par cela même qu'elles sont 

24 
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toutes de même sens, quelles que soient leurs grandeurs inconnues, 
si on les compose de proche en proche, comme au § 263, on ob- 
tient une résultante descendante comme elles et située à Pinté- 
rieur ou tout au plus sur le pourtour de tout polygone convexe ne 
laissant aucun des appuis en dehors de lui. Il faut donc que les forces 
données admettent une résultante satisfaisant à ces mêmes conditions 
puisqu'on vertu du principe général du § 292, elles doivent admettre 
pour résultante, la résultante même des pressions sur les appuis. 
Ces conditions sont d'ailleurs suifisantes. Car si elles sont rem- 
plies, on peut toujours, au moins d'une manière, décomposer cette 
résultante en d'autres forces descendantes portant sur les appuis et, 
par suite, détruites par les réactions de ces appuis dont la résistance 
est supposée assurée. 

303. Des pressions sur les appuis. — Au point de vue de la 
recherche des pressions sur les appuis, il y a à distinguer les cas où 
la décomposition ne peut se faire que d'une manière et où, par suite, 
la statique suffit à déterminer les pressions sur les appuis et ceux où 
elle peut se faire d*une infinité de manières, et où, pour les trouver, 
il faut tenir compte des déformations élastiques ou calorifiques qui 
se produisent dans le plan qui sert d'appui et dans le corps. 

Théorème VII. — La statique suffit à déterminer les pressions sur 
les appuis dans les cas suivants : un appui, deux appuis, trois appuis 
non en ligne droite. Aux cas de trois appuis en ligne droite ou de 
plus de trois appuis, quels qu'ils soient, la statique laisse le problème 
indéterminé et les équations complémentaires (§ 245) sont nécessaires 
pour achever de le résoudre. 

En effet, passons en revue les différents cas. 

a) Un appui. — Le théorème VI nous dit que les forces directe- 
ment appliquées doivent admettre une résultante verticale descen- 
dante passant par l'appui. Celte force sera la pression même sur 
l'appui. 

b) Deux appuis. — Les forces directement appliquées doivent 
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admettre une résultante verticale descendante rencontrant le sol sur 
la droite qui joint les deux points d'appui et entre ces deux points. 

On pourra, et d'une seule manière (§ 262) décomposer cette force 
en deux forces verticales descendantes passant par les appuis. Ce 
seront les pressions sur les appuis. 

c) Trois appuis non en ligne droite. — Si on a trois appuis 
A, B, C formant les sommets d'un triangle, les forces directement 
appliquées doivent admettre une résultante verticale descendante 
rencontrant le plan d'appui à l'intérieur ou tout au plus sur le pour- 
tour du triangle ABC. 

Supposons le point dont il s'agit dans une position D à l'intérieur 
du triangle. Joignons le point D à l'un quelconque des sommets, par 
exemple, au sommet A et prolongeons la ligne AD jusqu'à sa ren- 
contre en E avec le côté B C. Nous pouvons, d'une seule manière, 
décomposer la force appliquée en D en deux autres verticales descen- 
dantes : Tune appliquée en A, l'autre en E ; puis, cette dernière, en 
deux autres appliquées en B et C. Si le point D était sur l'un des 
côtés, la pression sur le sommet opposé à ce côté serait nulle. 

d) Trois appuis au moins en ligne droite. — La résultante des 
forces directement appliquées doit être sur la ligne droite et entre 
les appuis extrêmes. 

On peut la répartir d'une infinité de manières entre les appuis. 

e) Plus de trois appuis. — On peut encore faire la répartition 
d'une infinité de manières. 

304. Observation générale sur rindéterminatlon des 
pressions. — Supposons le corps posé sur le plan, comme une table, 
par un certain nombre de pieds non adhérents au plan. Supposons 
qu'on chauffe certains de ces pieds, qu'on en refroidisse d'autres. 
S'il y a moins de trois supports ou s'il y en a seulement trois non en 
ligne droite, on aura beau les dilater ou contracter inégalement par 
la chaleur, aucun ne pourra quitter le sol et la répartition do la pres- 
sion entre eux ne sera pas • sensiblement modifiée. Si, au contraire, 
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il y en a trois en ligne droite ou plus de trois, il y en a qui quitteront 
le sol par leur raccourcissement ou par suite de l'allongement des 
autres. Donc, dans ce cas, la chaleur modifiera complètement la 
répartition des pressions. C'est pourquoi la statique ne saurait les 
déterminer à l'avance. Cette règle est générale. Il y a deux espèces 
d'appuis : ceux qui ne font que déterminer complètement ou par- 
tiellement la position du corps, sans gêner en rien sa déformation 
élastique ou calorifique et ceux qui, au contraire, font obslacle à ces 
déformations. La statique fournit les pressions pour les premiers. Pour 
déterminer les pressions sur les derniers il faut avoir égard aux modi-- 
fieations qu elles amènent dans la déformation. Ces modifications, à 
la vérité, sont petites même sous l'influence de grandes modificatioas* 
dafls la répartition des pressions. Mais on ne peut pas, pour cela, les* 
négliger. Car, comme nous l'avons déjà observé, si de grandes réac^ 
tien»' ne produisent que de faibles déformations, inversement négliger 
de faibles déformations, c'est négliger de grandes réactions. 

Supposons une poutre d'un pont métallique reposant sur trois 
appuis en ligne droite. Supprimons l'appui intermédiaire. L'équi* 
libre, au point de vue de la statique, n'est pas rompu; mais il peut 
l'être au point de vue de la résistance à la rupture qui pourra se 
trouver atteinte. Une flèche se produira dans le pont. Elle est très 
petite. Mais pour la supprimer, il faut, à la place de l'appui inter- 
médiaire, appliquer une grande force ascendante parfaitement 
déterminée par la forme, les dimensions et l'élasticité de la poutre. 
C'est précisément cette force que produisait le support supprimé et 
les méthodes tirées de l'élasticité et de la résistance des matériaux 
permettent de la calculer. 

305. Moment et coefficient de stabilité. — Quel que soit le 
polygone formant le contour d'appui, si on prend les moments de la 
résultante par rapport aux divers cotés de ce polygone, le plus petit 
de ces moments se nomme le moment de stabilité. S'il est nul, le 
corps posé est sur le point de se renverser. 
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Supposons le corps buté à «on pied et sur ^ftottt son fiourtour de 
laçen à ne pas pcmvotr glisser, tout en pouviuit se penveraer. 

£n oe cas, Técpûtthre exige seulement que la irèfiuttante fdes forées 
Jkgifisantes coupe le plam à Pintériear de la base cooivexe d^oppoi, 
sans qu^elle soit nécessairement verticale. Le momeofitfde stabilnté wÊk 
tonjoftrs le plus petit des moments de oelte force relaÉivemenit 'wani 
cAèés du contour convexe d^appui. 

Supposons qull s'agisse d'un prisme akusibuté et soeunus à Padaeii 
de son poids qui tend à le maintenir ^t à une action boriaaintaleffpi 
tend à le renverser. 

On appelle coefficient de stabilité le mitthnimi du rappomt dumo- 
meitt de stabilité (moment du poids du prisne) an moinent de 
renversement (moaneat de la force horizontale), ce rapport ^tast 
calculé pour les divers côtés du contour convexe d^appui. 

Exercices. 

1) Une poutre de pont repose sur deux appuis. La portée ou dis- 
tance entre les appuis est de l mètres. La poutre porte une charge 
de P"*^" à une distance de a mètres de Tappui gauche. Quelles sont les 
pressions sur les appuis. 

2) S'il y a un nombre quelconque de charges, montrer que les 
pressions sont les sommes de celles dues à chaque charge régnant 
seule. 

3) Données : 

/ = 80'", 00 

Charges équidistantes de : 

1, d, 5, 7, 9 tonnes 

4) DèmoAtrer que, pour «qu'un corps posé sur izn pian liein- 
zomtal, en ayant égard au frottement ne puisse pas glisser, dl fautât il 
suffit q«ie la résultanle -des forces qui le sollicitent tombe dans le 
polygone convexe d'appui et fasse avec la normale au planunîangle 
au .plus égal à rangle<du frottement. 



— 874 — 

5) Sur une plateforme de la tour Eiffel, on a installé des prismes 
rectangulaires de mêmes bases et de hauteurs différentes butés à 
leurs pieds de façon à ne pas glisser tout en pouvant être renversés. 
Ils sont formés d'une matière dont le poids spécifique est k. Ils sont 
soumis à Faction du vent qui les frappe normalement. Un matin 
tous les prismes dont la hauteur est supérieure à h ont été renversés 
par le vent, tandis que ceux de hauteur inférieure sont restés de- 
bout. Le prisme le plus élevé resté debout a la hauteur h ; le prisme 
le moins élevé qui a été renversé a la hauteur A + 8. Entre quelles 
limites peut-on affirmer qu'a été comprise la pression du vent par 
mètre carré de surface frappée? 

6) Une digue en maçonnerie, d^un poids spécifique Ar, destinée à 
retenir Peau d'un grand étang, a la forme d^un prisme triangulaire à 
arêtes horizontales, dontla section transversale estÀBB' (Fig. 82). Le 
parement d'amont AB pressé par l'eau est vertical ; le parement 




^^^\\^n\^\\\^^^^^^^^^^^^ 



Fig. 82 

d'aval AB' formant la face hypolhénuse fait avec la verticale un 
angle a. L'eau arase l'arête supérieure A du prisme. La pression 
qu'elle exerce sur une portion quelconque AC du parement qu'elle 
baigne est le poids d'un prisme d'eau A Ce, la ligne AcA étant inclinée 
à 45® et cette pression s'exerce suivant l'horizontale du centre de 
gravité du prisme d'eau. 

Quelle doit être l'inclinaison a pour que la résultante de la pression 
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de Peau et du poids correspondant de la maçonnerie passe toujours 
au tiers antérieur -j- de CC, c'est-à-dire se trouve sur la ligne Ap telle 

que B/3= -BB'. Quelle est la valeur de cette force? 

«5 

7) On surmonte la digue de la partie AA^ D' aussi en maçonnerie, 
en prenant A A^ = e et A, D' vertical^ de sorte que la partie AA, D' D a 
une épaisseur constante. Quelle est la section horizontale de cette 
partie où la résultante de la pression de Teau et du poids de la ma- 
çonnerie tombe aussi au tiers antérieur, soit sur la ligne AjS. 

8) Quel est le poids de la maçonnerie par mètre de longueur de 
la digue, pour : /c = 2; 2, 2; 2, 4; 2, 7. 

Quels seraient ces poids, si on voulait que le- point p fût au milieu 
deBB'. 



CHAPITRE XXII 



QUELQUES MACHINES SIMPLES 
ET APPAREILS DE PESAGE 



A. — MackiWi simples. 

m 

806. Machines à Téfal d'équilibre. — 307. Données et inconnues. — 368, Lerierdc première 
«B|)èce, abstraction faite du frottem«nt. — 309. Pression sur rappui. — 3(0. Vérification 
de l'adage relatif b. la force et au chemin parcouru. — 3ii. Introduction du frottement. — 
312. Poulie fixe. — 313. Levier de seconde csiè^o. — 314. Levier de troisième espèce. — 
3i6. Poulie mobile. — 316. Moufles ou palans. — 317. Remarque. — 3i8. Treuil. — 319. 
Pressions sur les appuis. — 320. Cabestan. — 321. Treuil des carriers. 

B. — Appareils de pesage. 

323. Balance. — 323. Equilibre à^vide et sous l'action de poids égaux. — 32 i. Equilibre 
sous Taction de poids inégaux. — 325. Justesse et sensibilité. — 32G. Balance folle. — 
327, Structure. — 328. Vérification et réglage. — 329. Double resée. — 330. Remarque 
au sujet du frottement. —331. Balance de Robervai. — 332. Vérification du principe qu'on 
ne gagne pas en force sans perdre en chemin. — 333. Bascule. — 334, Vérification iaouvelle 
du principe rappelé au § 332. — 335. Romaine. — Exercices. 

A. — Machines simples, 

306. Machines à l'état d'équilibre. — On appelle machines, 
des corps ou des systèmes de corps ayant pour objet de vaincre des 
résistances, c'est-à-dire (§ 135) d'obliger les points d'application de 
certaines forces à cheminer soit, en sens contraire de ces forces, soit 
du moins suivant des directions faisant des angles obtus avec elles. 
On emploie, pour cela, d'autres forces qui sont des y)Mï<ssa//re.'?, c'est- 
à-dire qui agissent, soit dons le sens du mouvement de leurs points 
d'application, soit du moins en faisant des angles aigus avec les di- 
rections et sens de ces mouvements. 

Ici, nous ne considérerons que des machines sur lesquelles n'agis- 
sent qu'une puissance et une résistance et nous admettons que le 
mouvement qu'on leur imprime est assez lent ou assez régulier pour 
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qu'à chaque instant la puissance et la résistance se fassent équilibre. 

Pour la mise en marche^ c'est-à-dire pour amener la machine du 
repos au mouvement normal qu'elle doit avoir, il faut bien que la 
puissance soit supérieure à la valeur correspondante à l'équilibre. 
C'est ce qu'on appelle le coup de collier du départ. Mais nous sup- 
posons la machine arrivée à l'état de régime ou de marche noi^ 
maie. A partir de ce moment-là, si tous les mouvements étaient 
rigoureusement rectilignes et uniformes, les forces agissantes se 
feraient rigoureusement équilibre, c'est-à-dire que la puissance 
n'aurait qu'à équilibrer strictement la résistance à vaincre et les 
frottements ou autres résistances passives. La résistance à vaincre 
se nomme la résistance utile pour la distinguer des résistances 
passives que, par un bon graissage ou d'autres dispositions, on cher- 
che à rendre aussi faibles que possible. 

Pour des mouvements circulaires ou autres, môme uniformes, la 
puissance est légèrement augmentée pendant le mouvement, en 
raison des résistances passives qui naissent des forces normales 
(§ 134). Mais la différence est assez faible pour que nous puissions la 
négliger. 

307. Données et inconnues. — Ce qu'on se donne dans chaque 
machine, c'est, en grandeur, direction et sens, la résistance utile 
qu'elle est appelée à vaincre. Ce qu'il s'agit de déterminer c'est la 
puissance nécessaire pour atteindre ce but. Encore, en donne-t-on la 
direction et le sens et c'est sa grandeur qui sera la seule inconnue 
de chaque problème. 

308. Levier de première espèce, abstraction faite du 
firottement.. — On appelle levier une barre rigide droite ou coudée 
ou légèrement courbe, mobile autour d'un axe généralement horizon- 
tal, sur laquelle agissent la puissance et la résistance placées l'une et 
l'autre dans un plan perpendiculaire à l'axe, par conséquent, dans 
un plan vertical, si, pour fixer les idées, nous supposons Taxe hori- 
zontal. Dans ces conditions, Taxe n'a pas à être buté (§ 299, 301). 



On distingue trois espt^ces de leviers : 

1« espèce. — La puissance et la résistance agissent aux deux 
extrémités du levier et Taxe de rotation ou appui du levier est placé 
entre ces deux forces. 

2'' espèce. — L^appui est à Pextrémilc du levier du cfllé de la résis- 
tance. 

3' espèce. — L'appui est à l'extrémité du levier du côté de la puis- 
sance. 



'U Fi . f3 

Nous nous occuperons d'abord du luvier de première espèce 
qui est le plus important. Soit A B (fig. 83) le ievicr appuyé en 0. 
Les parties AO et Ofi comprises entre l'appui et chaque extrémité se 
nomment les deux bras du levier. Nous ies supposons rectilignes, 
leur forme n'intervenant d'ailleurs pas^ comme n'interviennent jamais 
les formes des corps dans l'application des équations universelles 
d'équilibre, mais seulement les lignes d'action et grandeurs des 
forces. 

La puissance P est appliquée à l'extrémité A du bras le plus toag ; 
la résistance Q, à l'extrémité du petit bras. Les forces P et Q doivent, 
à chaque instant, être équilibrées par la réaction R de l'appui ou, ce 
qui revient au même, elles doivent admettre pour résultante la 
pression R' = — R sur l'appui. Cola exige que la ligne d'action de 
ces forces R ou R' passe au point de rencontre donné C de la puis- 
sance P et de la résistance Q. Si nous faisons d'abord abstraction du 
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frottement, cette même ligne d^action passe (§294) au point fixe 0. 
Donc, elle est connue et, par suite, connaissant Q en grandeur, direc- 
tion et sens et P en direction, il est facile de trouver graphique- 
ment P et R'. 

Analytiquement, la résultante des forces P et Q devant passer au 
point 0, la somme algébrique de leurs moments par rapport à ce 
point doit être nulle, comme Pestle moment de leur résultante. C'est 
la condition générale d'équilibre que nous avons trouvée au § 295. 

Abaissons donc du point les perpendiculaires OD et OE sur les 
deux forces; désignons respectivement par/) et 7 les longueurs de 
ces perpendiculaires. La condition d'équilibre est : 

rp-Qq = o (1) 



ou 



P^ = Q, ^ = 2 (2) 



Les longueurs jo et 7, comme on voit, interviennent seules et non 
les bras matériels OA et OB du levier. Ce sont souvent ces lon- 
gueurs jO et q qu'on appelle les bras du levier. Nous les appellerons 
les bras fictifs. Ainsi : Dans un levier la puissance et la résistance 
sont en raison inverse des bra^ fictifs du levier, 

309. Pression sur Tappui. — Pour chaque résistance Q à vain- 
cre dans une direction donnée, on a ainsi la puissance à développer 
aussi dans une direction donnée. Si le bras de levier fictif/) delà 
puissance est décuple de celui de la résistance, il suffit pour vaincre 
une résistance Q, d'employer une puissance dix fois moindre. 

Cette relation étant satisfaite, la pression R' sur l'appui est la ré- 
sultante des deux forces, soit : 



U' = V^ Q- + ra + :i> F Q cod (e, Q; 

ou, en vertu de (1): 

^' = Q V/ l+|:l4-2|cos(P,Q) 

310. Vérification de l'adage relatif à la force et au che- 
min parcouru. — Au lieu des bras de levier fictifs p et 7, on peut 
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aussi, pour exprimer la relation entre la puissance et la résistance^ 
utiliser les bras de levier réels O A et B que nous appellerons res- 
pectivement aet b. 

Pour cela, observons que si on met la machine en mouvement, les 
points A et fi décrivent des trajectoires circulaires de rayons respec- 
tifs aet b. Décomposons chaque force en ses composantes tai^eo- 
tielle et normale. Soient respectivement P' et P'' ces composanies 
pour la force P et 0' et Q", pour la force 0- 

Le moment de chaque force P ou est (§ 2^3) égal à la somme 
algébrique des moments de ses composantes. Mats les forœs nor- 
males P" et passent au point ; leurs momeots par rapport à ce 
point sont nuls, en sorte que les moments des forces P et Q sont res- 
pectivement les mômes que ceux de leurs composantes tangentielles. 
L'équation d'équilibre (1) devient ainsi : 

P' a = Q'b (4) 

ou 

Q a 

Dans un levier, la puissance et la résistance tangentielles sont 
en raison inverse des bras matériels du levier: 

Observons que P' est toujours plus petit que P. Il s'ensuit qu'il y 
a avantage à tirer dans la direction tangentielle. 

On a aussi 0' Q. Mais la résistance 0, on n'en dispose pas. Esï 
direction, comme en grandeur elle est donnée, tandis qu'on disposede 
la puissance. On a, en principe, avantage à la prendre dans la direc- 
tion du chemin à parcourir. 

En tout cas, les composantes normales P'etQ' i^ servent pas au 
mouvement. Elles ne lont que modifier la valeur de la pression sur 
l'appui. Elles peuvent servir à diminuer cette pression, ce qui a pour 
elTet d'une part d'exiger un appui moins massif et d'autre part à di- 
minuer le frottement qui est (§ 189) proportionnel à la pression et 
dont nous n'avons pas tenu compte. Mais elles n'intéressent pas di- 
rectement la marche de la machine. 
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Supposons à présent que le levier passe d^une position AO B à une 
nouvelle position A.' OB' en décrivant un angle 6. 

Les deux membres de Tèquation (4) multipliés par % en observant 
que: 

aO=:OAXO = AA' 

donnent la condition d'équilibre sous cette nouvelle forme : 

FX AA'nQ'XBB' (6) 

La puissance et la résistance .tangentielles sont en raison 
inverse des chemins parcourus par les points d'application de 
ces forces. 

C'est ce qu'on exprime encore en disant que ce qu^on gagne en 
force ^ on le perd en chemin parcouru. 

Si le bras A est décuple de OB, chaque puissance tangentielle 
permet de vaincre une résistance tangentielle décuple ; mais, pour 
faire décrire au point d/application do cette résistance un chemin 
donné, il faut que la puissance fasse un chemin décuple. 

Cette grande loi déjà aperçue par Galilée est générale. On peut 
renoncer encore ainsi : le produit de la foçce tangentielle par le che- 
min que décrit son point d'application est le même pour la puissance 
et la résistance. 

Le produit de la composante tangentielle d'une force (composante 
qui intervient seule directement dans le mouvement suivant une tra- 
jectoire donnée) se nomme le travail Aq cette force. Le travail delà 
puissance se nomme le travail mo^^u/' fourni à la machine ; le travail 
de la résistance se nomme le travail utile produit par elle. 

Ainsi, le travail utile n'est jamais supérieur, ni inférieur au travail 
fourni. Le levier transforme le travail, il permet de gagner en force, 
mais à la condition de perdre en chemin parcouru, de sorte qu'il n'y 
ait ni perte, ni gain sur la quantité de travail disponible dans Puni- 
vers. Le levier ne modiûe pas cette quantité ; il ne fait que la trans- 
former en empruntant du travail d'un côté pour la restituer d'un 
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autre côté sans perte ni gain et il en est ainsi de toutes les 
machines. Il est vrai que nous n^avons pas tenu compte du 
frottement. Reprenons donc la question en ayant égard au frot- 
tement. 

311. Introduction du flrottement. — Soit (fig. 84) AOB le 
levier mobile autour de Taxe 0. Pour réaliser le mouvement nous 
supposons le levier muni de deux tourillons posés sur coussinets 




Fig. 8^ 

(§297). Soit C le point de contact des tourillons et des coussinets 
dans le plan de symétrie du levier. La réaction R (résultante des 
réactions qui se produisent sur les génératrices de contact des deux 
tourillons avec les coussinets et qui est dans le plan de symétrie) 

passe par le point C. Seulement, elle n'est 
plus normale aux deux surfaces de contact. 
Elle ne passe donc plus par Taxe de rota- 
tion des tourillons. Elle fait, avec la nor- 
male CO N, un angle ^ égal à Pangle du frot- 
tement du côté opposé au mouvement. Si 
nous représentons le tourillon et son cous- 
sinet à plus grande échelle (fig. 85), nous 
voyons mieux les lignes CON et R faisant 
cet angle ^, De menons la normale 0^ à la force R et décrivons la 
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Fig 85. 
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circonférence de rayon 0^ Ce rayon que nous désignerons par/» est 
connu; dans le triangle OC^ on a : 

0^ = r sin ç 

on appelant r le rayon des tourillons. 

Ainsi, la réaction R, au lieu de passer au centre est tangente à 
une circonférence connue. Ceci posé (fig. 84), la réaction R doit tou- 
jours faire équilibre aux deux forces Q et P. La première est donnée 
en grandeur, direction et sens ; la seconde Pest en direction et sens, 
mais non en grandeur. On connaît leur point dUntersection D. Leur 
résultante R' égale et opposée à la réaction R et représentant la pres- 
sion sur les coussinets passe aussi par le point D et est tangente à la 
circonférence de rayon p. On en a donc la direction en menant de D 
une tangente à la circonférence dont il s^agit. Parmi les deux tangentes 
qu on peut mener, il faut choisir celle qui donne pour la réaction R 
une résistance ou une force qui s'oppose au mouvement à produire 
par la puissance P. Ayant ainsi la direction de R ou de R', pour avoir 
à la fois R' et P, il suffit d'appliquer fictivement la force Q en D; soit 
Q^ z= Q cette force déplacée. En complétant le parallélogramme 
DQ, R| Pj, on aura la puissance P zz DP^ qu'il suffit d'appliquer en A 
en la déplaçant sur sa propre direction. Puis, la ligne D R^ prolongée 
donne le point de contact C des tourillons et des coussinets et 
la force CR' = DR<, appliquée en C donne la pression R' sur 
l'appui. 

Pour trouver P et R' analytiquement, observons que R' étant la 
résultante de P et y, on a toujours : 



R' = v/ P2+Q^ + 2PQco3(P,Q) (a) • 

où tout est connu, y compris cos (P, Q), sauf la grandeur de P. 

Pour la trouver, écrivons (§ 255) que le moment de la résultante R' 
par rapport au point est égale à la somme algébrique des moments 
des composantes. Les moments de R' et de P sont de même sens et 
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opposés à celui delà résistance. Prenons les premiers positifs, comme 
il est naturel, bien qu'on puisse faire l'inverse, on aura : 

P p :^ Q ^2 + R' r sin ? (6) 

R' r sin ç = P j9 — Q g 

A l'aide de (a) on obtient donc: 

Vp-Qq =r»ijio y/ P*^ + Q^ + 2 l' Q C03 (F, Q) (r) 

En élevant au carré^ on aura une équation du second degré en P 
dont on prendra la racine positive. Ayant P l'équation (a) donnera R'. 

Dans la pratique, on résout l'équation (c) par approximations suc- 
cessives. Comme o est petit, on néglige d*abord le second membre, 
ce qui donne : 

p 
Puis, on porte cette valeur dans le second membre, ce qui donne : 



Pp = Q[2+rsia9V/ l 4- |1 + 2 | cos (P, Q)] 

On voit, comme on devait s'y attendre, que la puissance P à em- 
ployer est un peu supérieure à celle qui serait nécessaire en l'ab- 
sence de frottement. 

Les équations se simplilient quand P et Q sont parallèles, ce qui 
donne cos (P, Q) = 1. L'équation (c) devient alors : 

Vp-Qq^rsin^i? + Q^ 
d'où ; 

P q -}- r sin 9 

Q p — r sin ? 
et: 

R' = P-t-Q = -^-±l— Q 
' ^ p — r sm ff 

L'équation (6) peut être mise sous une forme un peu différente. En 
employant les forces tangentielles P' et Q' et l'es bras de levier réels a 
et 6 (§ 310) on obtiendra à sa place, celle-ci: 

P' a = Q' b 4- K r sin o. 
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En multipliant par l'angle 6 représentant un déplacem 
laire quelconque du levier, et observant que a 6 est le cl 
(fig. 84) parcouru par la puissance, 6 9^flB' celui par 
la résistance utile Q et r Q celui parcouru par le point de 
des tourillons sur les coussinets et que nous appelleron 
aura : 

F' X A A' = Q' X B B' + R' Bin ç X C C 

On a R' sin f = T, en appelant T la composante tangen 
réaction, ou le frottement (§ 19S), d'où : 

P'XAA' = QX BB' + TXCC 



Q' A A -^ AA' 

On voit donc qu'en tenant compte du frottement, on pe 
plus en chemin parcouru qu'on ne gagne en force, ou si l'i 
travail à fournir par la puissancen'estpluségal,il est un peu 
i celui donné par la résistance. Ily a un travail perdu: celui 
nientTXCC'.Maissicetravailesteîfectivementperdupourr 
il ne l'est pas pour la nature. On sait que tout frottement pr 
chaleur,en sorte que la nature récupère la totalité du travai 
fourni à la machine. Elle le récupère d'après l'équation (c 
sous forme de travail industriel Q x fi B' et le reste sous fo 
quantité de chaleur que les expériences les plus variées 
tré être exactement proportionnelle et, par conséquen 
lente, si on les exprime avec la même unité, au traoa 
consommé enjrottement. 

Or, on sait que la chaleur est, à son tour, une grande 
travail, de sorte que l'emploi du levier ne modifie en rien l 
de travail existant dans la nature. 

313. Poulie fixe. — Une poulie (fig. 8S) est un disque 
sur le pourtour duquel est creusée une rainure en forme 
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tore qu^oQ appelle la gorge de la poulie ei qui est destinée 

à recevoir une corda s^a^di- 
quani sur une portion de son 
contour, £Ue peut tourner au- 
tour d'un axe de rotation qui 
coïncide avec Taxe même de la 
poulie. Les tourillons traver- 
sent deux ouvertures circulaires 
pratiquées dans deux plaques 
métalliques verticales reliées 
entre elles à leur partie supé- 
rieure par une partie horizon- 
tale, ^ensemble de ces plaques 
qui forme un étrier renversé se nomme la diape de la poulie. La chape 
porte un crochet qui permet de suspendre la poulie à un point fixe. 
Elle sert à élever des fardeaux à des hauteurs plus ou moins 
grandes. Si on a des magasins à approvisionner à des étages supé- 
rieurs d'une maison, ou à élever les matériaux pour la construction 
même d'un édifice, on suspend la poulie un peu au-dessus du point où 
l'on veut amener le fardeau . Celui-ci qui, sur la figure, est représenté par 
le poids est suspendu à l'une des extrémités de la corde qui passe 
sur la gorge de la poulie et on tire sur l'autre extrémité de cette corde, 
Si on conçoit mener les rayons A et OB aux deux points de contact, on 
voit que théoriquement, la poulie équivaut au levier coudé AOB dont 
les deux bras p et q seraient égaux. Il s'ensuit qu'il suffit, dans les 
équations du levier, de remplacer les lettres/) et q ou celles a et 6 qui, 
ici, ont la même signification, puisque la traction est tangentielle, par 
une valeur commune a égale au rayon de la poulie pour obtenir la 
théorie de celle-ci. Il résulte de là que si on fait abstraction du frotte- 
ment,on trouve P=:Q. On ne gagne pas en force ; mais en revanche on 
ne perd pas en chemin parcouru. Car la corde étant de longueur sensi- 
blement invariable, les points d'application de la puissance et de la 
résistance décrivent les mômes chemins. En ayant égard au frotte- 
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tnont, la puissance doit être un peu supérieure à la résistance. Les 
formules du levier permettent de la calculer. 

La poulie, comme on \'oit,n^a pas pour objet de gagner de laforce^ 
mais de transformer un mouvement d'une façon très commode. Elle 
a, sur le levier, l'avantage qu'avec une corde de longueur suffisante, 
on fait décrire à la résistance un chemin très long d'un mouvement 
continu. 

313. Levier de seconde espèce. — Dans le levier de seconde 
espèce, on prend appui sur le sol par un bout du levier et on sou* 
lève par l'autre bout un lardeau portant sur un point intermédiaire 
du levier. La brouette représente un levier de cette nature. Par la 
roue on prend appui sur le sol et, par les extrémités des manches de 
la brouette, le manœuvre soutient la charge qu'elle porte. Il n'a 
qu'une partie de la charge à porter, le sol supporte le reste. On 
l'utilise dans d'autres circonstances, notamment pour soulever des 
pierres de taille. Supposons (fig. 86) qu'on puisse engager une 
extrémité C d'une pince, un peu sous la pierre. En tirant de bas 
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Fig. 86. 

en haut à l'autre bout A de la pince, on soulève un peu la pierre. 
La pince fait ainsi levier de seconde espèce. En donnant ensuite un 
appui B au levier et tirant en A de haut en bas, on continue à sou- 
lever la pierre. Le levier devient alors de première espèce. 

Soit (fig. 87) AC, un levier de seconde espèce appuyé en C. Sup- 
posons que la charge Q à soulever soit en B et qu'on exerce en A 
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une force ascendante P. Soit R la réaction de Tappui C. On voit que 
les deux forces P et R tiennent la résistance Q en équilibre, ce qui 
revient à dire que Fappui C soutient une partie de la résistance et la 



1 

A a 




Fig. 87 



puissance P n^en soutient que Pautre partie. C^est même la plus faible 
si le point B est plus voisin de C que de A. En prenant les moments, 
par rapport à C, on a : 

Pl = Qc 

en appelant / — AC la longueur du levier et BC=c, la branche BC, 
d'où : 

En prenant les moments par rapport au point A pour trouver la 
réaction R, on a : 



R===Q 



R 



ce que nous aurions pu écrire aussi en nous rappelant que les forces 
P et R sont en raison inverse de leurs distances au point B. 

Si c= — , on voit que P=0,1 Q et R=0,9Q. La puissance ne 



soutient que le— du poids 0,1e sol supporte le reste. 
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Mais, en revanche, si on veut soulever le poids Q en faisant tour- 
ner le levier autour de C, on voit que le point A doit décrire un che- 
min décuple de celui dont Q est soulevé. Ainsi, si A vient en A' et B 
en B', en sorte que la hauteur verticale dont on a levé le poids, 
soit B'6, la hauteur verticale correspondante Ma du point A sera : 



A'a 
h' b 



CA' 
CB' 



CA 
CB 



l 
c 



P 

Q 



Les hauteurs sont en raison inverse des forces. 
Si le point B est au milieu de A C, on a : 

La charge est partagée par parts égales entre la puissance et le point 
d'appui. 

314. Levier de troisième espèce. — Dans le levier de troi- 
sième espèce (fig. 88) Pappui C est du côté de la puissance. Il n'est 
guère employé que dans la 



pédale du rémouleur ou de 
la machine à coudre. Soit 
CA la pédale mobile autour 
de C et soit Q une résis- 
tance ascendante appliquée 
à l'extrémité B du levier. 
La puissance est appliquée 
en A au point d'appui du 
pied qui occupe toute la par- 
tie CA. On voit qu'ici on a : 



Q 



B 

A 



B^ 
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Fig. 88. 



PXAC=QX/ 

l 



Qx 



AC 



La puissance à développer est plus grande que la résistance. En 
revanche, celle-ci décrit un chemin plus grand et d'ailleurs l'appareil 



est commode dans les circonstances spéciales où il est employé. Si le 
point A était au milieu de 6 C, la puissance à employer serait double 
de la résistance à vaincre, tandis que, dansle cas similaire du levier 
de seconde espèce, c'est l'inverse. 

315, Poulie mobile. — La poulie décrite plus haut est dite ûxe, 
parce qu'elle tourne autour d'un axe fixe. Dans la poulie mobile, 
la corde passe sous lapoulie et s'attacheà un point fixe C (fig. 89). 
La charge Q s'attache à la chape de la poulie et la puissance P agit 
à Pextréinité libre de la corde. On voit que la pensée est la même 
que celle du levier de seconde espèce. Le poids Q est soutenu, pour 
t, par la puissance P, et pourlo reste, par le point 
fixe C. Lorsqu'on tire à l'extrésiité A^ la 
corde fait tourner la poulie autour de 
son axe, mais en même temps celui-ci 
s« soulève. Appelons R la réaction du 
point fixe. Les conditions universelles 
d'équilibre exigent que les trois forces 
s'équilibrent comme sur un corps solide. 
11 faut, pour cela, d'après te § 243, 
qu'elles se rencontrent en un même 
point, ce qui exige qtie les deux brins de 
la corde soient symétriques par rapport 
à la ligne d'action de la résistance Q 
' que nous regarderons comme verticale 

idées. Puis, la force Q doit Otre égale et opposée à 
parallélogramme construit sur R el P. Ceparallèlo- 
un losange. On aura donc : 

ison des deux brins de la corde de part et d'autre de 



Scoea 
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Sï les ftrîirs ont même direction que la résistance, on a : 

Ainsi, la puissance, en ce cas, est moitié (ie la résistance à vaincre. 
Le poinf fixe supporte la moitié du poids Q et la puissance, Pautre 
moitié. 

On reconnaît ici encore que ce qu'on gagne en force, on le perd 
en chemin parcouru. Lorsque les brins de la corde sont verticaux, 
on voit de suite que si Taxe de la poulie et, par suite le poids Q 
s'élève de A, le brin de droite »*esf allongé de h et le brin de gauche 
s^st raecotrrei de k. Il a donc fallu, poor que les deux brins restent 
tendus, que PextrénrilÉ A âa brin Hrre s'élève de 2 /i. 

Si les brins sont mcKnës, le brin de gauche s'est raccourci et le 

brin de droite s'est allongé de . Le chemin parcouru par le point 

d'application de la puissance a donc été : 

COS a 

pour un chemin h décrit par le poids, d'où : 

h'^ 2 Q 

h ces a P 

OU : 

Les chemins otUes ou suivant la verticale sont encore en raiseiiL 
inverse des forces. 

316. Moufles ou palan». — On appeUe moufle ou palan, un 
ensemble de poulies fixes montées dans une même chape fixe et re- 
liées par une corde continue à pareil nombre de poulies montées 
dans une chape mobile. Toutes les poulies sont pareilles et les brins 
senaiblement parallèles. 

La figure 90 montre la disposition d'un palan formé de trois pou- 
Uesr fiixes montées sur uae chape supérieure et trois poulies mobiles 
montées sur une chape inférieure et liées aux poulies fixes par une 



corde continue qui part de la chape fixe et passe d'abord sous une 
poulie mobile, puis sur la poulie fixe corres- 
pondante et ainsi de suite. La force à vaincre 
Q que nous admettons être un poids à soulever 
est attachée, par un crochet, à la chape infé- 
rieure, tandis que la chape supérieure est sus- 
pendue à la hauteur à laquelle on veut porter 
le poids Q. 

Il résulte de la théorie de la poulie fixe et 
de celle delà poulie mobile que tous les brins 
ont une mCme tension égale à celle que leur 
donne la puissance P et, par conséquent, égale 
à cette puissance (*). Et comme les brins sont 
sensiblement verticaux chacun d'eux supporte 
le sixième du poids Q. On a donc : 



S^il y avait n poulies, on aurait : 

p=2 

n 

donc, avec une puissance aussi faible qu'on veut vaincre 
nce donnée. On voit d'ailleurs, comme sur une poulie mo- 
ï, que ce qu'on gagne en force on le perd en chemin par- 
it-à-dire que si P =: -, le chemin à parcourir par la puis- 
■ élever le poids à une hauteur h est nA. 

imarque. — Il convient d'observer que nous avons ne- 
ttement et que nous supposons la corde d'une flexibilité 

s qu'on hue uno sarliOD \'X qui coupo tous les Ois et qu'oD enlèra lonl es qui 
l« S'X. Ou poul le r*ire San* changer l'élnt de lu pti'tie do l'sDgiE litufe tu- 
: à 11 conditioa d'appliquer à chaque briD i l'endroil oCi il cs[ conpf naefore* 
le à l'action qu'il exorr^ik pour Muleoir la ebape iaf^rieura. C'«8t celle force 
Ift tensioa da bria. 
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parfaite, tandis que, de l'amener constamment de la forme rectiligne 
à la forme circulaire et vice oersa^ c'est-à-dire la fléchir et la re- 
dresser coûtent aussi des efforts supplémentaires qui, sur un palan 
formé par de nombreuses poulies n'est pas sans augmenter l'effort théo- 
rique que nous avons trouvé. Cette perte n'existe pas pour la nature 
qui la récupère sous forme de chaleur ; mais elle existe industriel- 
lement. Malgré cela, les palans, en raison de leur simplicité, de la 
facilité de les installer rapidement partout, de les faire travailler non 
seulement dans la direction verticale, mais dans toutes les directions, 
en font un appareil précieux notamment dans la Marine, sur les 
cliantiers de construction, dans les ateliers où Ton a de grosses 
masses à déplacer pour réparer des machines, des chaudières, etc. 

318. Treuil. — On appelle treuil ou tour, un cylindre circulaire 
mobile autour de son axe. Une corde fixée au cylindre par l'une 
de ses extrémités (fig. 91) s'enroule sur lui. A son extrémité libre, 
elle porte la résistance à vaincre Q qui est dans un plan normal à 
l'axe de rotation. 




Fig. 91 

Supposons que l'axe soit horizontal et que la résistance à 
vaincre soit un poids à soulever. La puissance P agit soit à l'extrémité 
d'une manivelle m fixée sur le prolongement de l'un des tourillons, 
soit tangentiellement à la circonférence d'une roue A faisant corps 
avec le cylindre du treuil. 

Théoriquement la résistance Q agit tangentiellement à une circonfé- 
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rence dc^nt le rayon est eelo» do eyKiidre augmenté du defflè-diamèfre 
de k corde ei la puîssanee agît tangentiefiemest à nse autre cîrcofh- 
f érence qui est celle de la rocie si elle existe, ou eetle de kr nrani- 
velTe. Parfois il y a deux manirrelles om quatre manifetieff pour que 
deu!i ou quatre hommes puissent travailler à (a lo». 

Soit p le rayon de la circonférence décrite par la puissance P. S^3 
y a deux manivelles, chacune d^elles exerce me^îé de ta puîssanee ; 
soit q le rayon de la circonférence décria par la ré^sfance. 

l^bre n^a pas besoin d^étre buté, puisque les forces scmi éans 
(lespIaiK qui lui sontperpendicadfairesetlff eonditioBd^équilibre (§999) 
est que la somme algébrique des momenits de hr puissance et de h ré- 
sistance par rapport à Paxe soit nulle, soit : 

Pp^Qf (1) 

La puissance ef la résistance sont en raison inverse de leurs dis- 
tances à Taxe. On voit de suite aussi que les chemins qu'elles décri- 
vent sont en raison directe de ces mêmes rayons, de sorte que ce 
qu'on gagne en force on le perd en chemin parcouru. 

319. Pressions sur les appuis. — Nous avons donné (§ 297) un 
moyen général de trouver ces pressions pour tout corps tournant. 
Ici, la question est facile. Transportons chacune des forces P et Q 
parallèlement à elle-même sur Paxe au centre de la circonférence 
qu'elle décrit, en lui adjoignant le couple correspondant. Ce couple 
est P/> pour la force P et — Qq pour la force Q. Ces couples étant 
dans des plans parallèles, leur couple résultant est (§ 284) leur 
somme algébrique, soit: 

en vertu de Pèquation d^équilibre (i). 

Ainsi, ces couples n'interviennent pas. Nous avonsp donc simple- 
ment deux forces : Tune équipollente k P, Tautre équipottente à 0, 
appliquées sur Taxe. Supposons que la première soit aux distances a' 
et a!\ Vautre aux distances 6' et b" des plans moyens des palievs/>' et/>". 



La première se décomposera (§ 262) en deux forces F et F' de 
même direction qu'elle, à savoir : 

l l 

oo aj^lant l = a' -h à' i^t dislanee des paliers. 

Les forces P' et P" sont de même sens si la force P travaille entre 
les paliers/)' et/)". Dans lecas contraîpe, elles sont de sens contraires. 
Il faut, dans ce cas, remplacer dans les formules a' par — a\ Mais 
si des hommes travaillent aux deux extrémités de manivelles diamé- 
tralement opposées, les puissances forment des couples dont les for- 
ces, transportées sur Taxe se détruisent deux à deux, de sorte que 
P' et P " sont nuls. Il n'y a pas alors, du fait des puissances, de 
pressions sur les appuis. 

La résistance Q se décomposera de même en deux forces Q' et Q" 
de même direction et de même sens qu'elle, à savoir : 

Les pressions sor les deux coussiaels sont respectivement eit gran- 
deur, direction et sens, les résultantes ou sommes géométriques : 



F'+r^ et Q' + Q" 

Dans P' et P", on remplacera P par sa valeur tirée de l'équation 
d'équilibre (i) du § 318. 

320. Cabestan. — Dans les ports de mer et dans d'autres cir- 
consiamees on emploie des treuils à axe vertical. Ua treuil de cette 
disposition se nomme un cabestan. Le tourillon inférieur (fig. 93) 
est buté au fond d'une cavité cylindrique appelée crapaadine. Le 
tourillon supérieur traverse un palier fixe et^ à son extrémité supé- 
rieure renflée en forme cubique, il porte un ou plusieurs bras aux 
extrémités A, A', B, etc., desquels, des hommes agissent pour faire 
tourner le cabestan. La résistance Q qui est ici horizontale est tou- 
jours appliquée à Textrémité d'une corde enroulée sur le cylindre du 
treuil. 
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La théorie, si on fait abstraction du frottement ne diffère que peu 
de celle du treuil ordinaire. Le poids z de l'engin agit suivant Taxe 
du cylindre et est détruit par une réaction verticale égale et contraire 
opposée par le fond de la crapaudine. Il se peut pourtant que l'ap- 
pareil ne soit pas bien centré et que le poids -k agisse à une petite 

^ P - 
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Fig. 92 



distance e de Taxe dans le plan méridien connu qui passe par le 
centre de gravité de l'appareil. 

Si on fait abstraction du frottement, il faut toujours, pour l'équi- 
libre, et il suffit (§ 298) que la somme algébrique des moments des 
forces directement appliquées par rapport à l'axe de rotation soit 
nulle et comme le poids -^ est parallèle à cet axe, son moment est 
nul, de sorte que la condition d'équilibre consiste toujours en ce 
que la somme des moments de la résistance Q agissant à une dis- 
tance q de Taxe et de la puissance P ou des puissances P agissant aux 
extrémités A, A', B etc., des manivelles dont la longueur commune 
est désignée par p soit nulle, soit : 

P;>-Q^O (a) 

qui détermine P. S'il y a n bras de manivelles, chacun n'aura à pro- 

p 

duire que la puissance -. 

Les réactions des appuis sont : 

1^) Colles provenant des puissances P et de la résistance Q qu'on 
détermine comme au § précédent ; 
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2®) Si la force tz agit dans Taxe, elle produit une pression verticale 
égale à elle-même sur le fond de la crapaudine. Si elle agit à la 
distance e de l'axe, on la transporte dans Taxe en it' et on obtient la 
même pression. Mais, en outre, on a le couple (tc, — 71) dont le mo- 
ment est TTC qui agit dans le plan méridien du poids w. On peut (§282) 
le retourner à angle droit dans ce plan, de façon que ses deux forces 
soient horizontales et appliquées à l'axe ; puis on peut le remplacer 
par un couple équivalent dont le bras de levier soit la distance l des 
plans moyens des deux paliers, à la condition de remplacer les deux 
forces de valeur tc du couple par deux forces égales entre elles (/ et 
q" situées dans les plans moyens des paliers et dont la valeur commune 
q est donnée par l'équation : 

La pression totale sur le palier supérieur sera la somme géomé- 
trique de celles dues aux forces P et Q et do q et celle sur le palier 
inférieur sera de même somme géométrique de celles dues aux forces P 
et Q et de q" et, en outre, la pression ic sur le fond de la crapaudine. 

321. TreuU des carriers. — • Il peut arriver que les puissances, 
au lieu de s'exercer tangentiellement aux circonférences décrites 
par leurs points d'application, s'exercent par des forces de direc- 
tion constante. C'est ce qui arrive dans les treuils installés au-dessus 
des carrières où des hommes agissent par leur poids. Soit (fig. 93) 
l'axe du treuil. La pierre à soulever de poids.Q est suspendue à 
l'extrémité d'une corde qui n'est figurée que par son axe. Soit q le 
rayon du cylindre du treuil augmenté du demi-diamètre de la corde. 

Sur l'arbre du treuil est calée une grande roue de rayon jo. Cette 
roue est constituée comme une échelle .ordinaire, mais une échelle 
circulaire. Pendant que la roue tourne, un homme monte les échelons 
de cette échelle, avec une vitesse circonférencielle égale et contraire 
à celle de l'échelle, c'est-à-dire du treuil. Il s'ensuit qu'il reste en 
place. Il fait le travail de l'écureuil dans sa cage. 

Le plus avantageux serait qu'il se tint au point A à la hauteur de 
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l*axe du treuil, parce tpie li, son poids P qui forme la puissance a le 
plus long bras de levier possible p ; Téquaiion d^éqoilibre serait : 

Si jt> zn 6 <7 il peut élever théoriquement un fardeau Q sextuple de 
son propre poids. On voit d'ailleurs que, pour élever le poids dVne 
certaine hauteur, il lui faudra, tout en restant en place, faire dans 
son mouvement relatif par rapport à la roue sur laquelle il se trouve, 
un chemin sextuple de cette hauteur. 

S^il se tient en un point B plus bas 
que Taxe^ le moment de son poids 
P ==P par rapport à Taxe, au lieu 
d'ôtreP'jO, n'estphis queP';r^Pj?,a? 
étant la projection horizontale du 
rayon B et si est Tinclinaison de ce 
rayon sur la verticale descendante, 
en sorte que x=p sin 0, Péquation 
d'équilibre est : 

Qç— PjpsinO 

Ici, il n'utilise plus tout son poids. 
Fig 93 Si on décompose P' suivant le rayon 

et suivant la tangente à la circonférence, cette dernière composante : 

P2=P sine 

est seule utilisée et Péquation d'équilibre : 

montre que la puissance utilisée est à la rtetstance en raison inverse 
des bras de levier. 

Pour élever le poids d'une hauteur A, il faut que la corde s'enroule 

de la longueur A. Il faut donc que l'appareil tourne d'un angle égal 

h , 

à - et par suite, le chemin c décrit par Phonime sur son échelle 

circulaire est : 

q P2 




Si donc i^homme a utilisé un poids ^^ qui me soit que ie sixième 

1 
du poids t} qu'il a soulevé, soit : P,= — <^), le chemin qu'ail lai a 

fallu parcourir est 6 A ou six fois celui dont il a élevé le poids. Ce 
qu'il a gagné en force, il Pa toujours perdu en chemin parcouru. 

B. — Appareils de pesage. 

322. Balance. — Une balance est, en principe, un levier appelé 
Jléaii remphssant cette condition : que si deux poids quelconques sont 
suspendus à ses deux extrémités, il prenne une position d'équilibre 
qui ne dépende que de la différence de ces deux poids et non des 
poids eux-mêmes. 

323. Equilibre à vide. — Lorsqu'aucun poids n'agit à ses extré- 
mités^ le fléau prend une première position d'équilibre sous l'action 
de son propre poids. Il faut que, dans cette position, le moment de 
ce poids par rapport à l'axe de rotation soit nul, ce qui équivaut à 
dire que le centre de gravité du fléau doit alors être sur la verticale 
de son axe de rotation. Il faut que cette position d'équilibre de l'ap- 
pareil livré à hû-mème soH stable^ c'est-^^iire que si on le dérange 
un peu de cette position, son poids tende à V^ faire revenir. Il est 
visible qu'il n'en serait pas ainsi si, dans la position d'équilibre, le 
centre de gravité se trouvait au-dessus de Taxe de rotation. S'il se 
confondait avec cet axe, son moment resterait nul pour toutes les 
positions de la balance ; l'équilibre à vide subsisterait pour toutes les 
inclinaisons du levier; il serait indijfférerit. Si le centre de gravité est 
au-dessous de l'axe, l'équilibre est stable, c'est-à-dire que la balance 
à vide dérangée de son équilibre tend à y revenir ^t y revient après 
quelques oscillations. 

Admettons donc que le centre de gravité, dans la position d'équi- 
libre à vide, ne soit pas au-dessus del'*axe de rotation. Soit (fig. 94) 
cet axe ; soient alors Xo et Boles extrémités du fléau, G^ son centre 
de gravité situé sur la verticale descendante de à une distance 
OGo=s qui peut être nulle. 
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A présent, la balance étant en équilibre à vide, si deux poids 
égaux quelconques P viennent à être appliqués aux deux extrémi- 
tés du fléau, cette position d'équilibre, diaprés la définition du § 
précédent, doit se maintenir. Nous pouvons remplacer ces deux 






poids égaux par un poids unique 2 P appliqué au milieu Go de la 
droite À^Bo, cette droite A^Bo étant supposée invariablement liée au 
levier. Il faut donc que le moment de ce poids 2P par rapport à 
Taxe soit nul ou que le point Co soit sur la verticale de 0. Ainsi, la 
verticale OCq est la médiane du triangle AqOBo. 

324. Equilibre sous l'action de poids inégaux. — A présent, 
ajoutons un poids p en Ao, ce qui équivaut à dire qu^en A^ agit le 
poids P+jO et en Bq le poids P. Le levier va quitter sa position en 
tournant autour de Taxe dans le sens de la flèche. A mesure qu^il 
tourne le moment du poids ^ grandira et tendra à amener une nou- 
velle position d'équilibre. On veut, d'après la définition du § précé- 
dent que cette nouvelle position ne dépende que de p et non de P. 
Mais, aux deux poids P appliqués en A^ et Binons pouvons encore 
substituer le poids 2 P appliqué en Cq, ce point étant comme Gq sup- 
posé invariablement lié au levier. Donc, dans le mouvement que 
prendra celui-ci, le point Cq quittera la verticale et le moment de son 
poids tendra, comme celui du poids tt, à contre-balancer celui du 
moment jo. La nouvelle position d'équilibre sera donnée parla re- 
lation 
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Le premier de ces moments est de signe contraire aux deux der- 
niers. Si on veut que P disparaisse de cette équation, il faut que le 
moment de 2P soit nul, quelle que soit la position du levier. Cela 
exige que le point Cq reste sur la verticale de 0, quelle que soit la ro- 
tation du levier. Cela ne peut être que si Cq coïncide avec l'axe de 
rotation 0. Ainsi, pour que la balance satisfasse à la définition qui en 
a été donnée plus haut, il faut et il suffit que les trois points Aq, 0, 

B 




Fig. 95 

Bq soient en ligne droite et que AqO=OBq, c'est-à dire qu'on ap- 
plique les poids en deux points qui soient en ligne droite avec l'axe 
et à égales distances de lui. Dans la position d'équilibre, soit à vide, 
soit sous l'influence de poids égaux, la droite AqOBq (fig. 95) pren- 
dra une direction telle que la droite OGq soit verticale. Cette direc- 
tion sera donc ce que Ton voudra, suivant la structure du fléau. On 
le construit, comme il est naturel, symétrique par rapport à un 
plan passant par l'axe et ainsi, lors de Téquilibre, soit à vide, soit 
sous l'influence de poids égaux la droite AqOBq sera horizontale. 

325. Justesse et sensibilité. — Lorsque les deux bras OAq et 
OBoSont ainsi égaux et en ligne droite, on dit que la balance est 
juste. Sous l'action de deux poids inégaux, la droite AqOBq prendra 
une inclinaison qui ne dépendra que de la différence des deux poids. 
On dit que la balance est d'autant plus sensible que, pour une diflé- 
rence donnée jy des deux poids, l'inclinaison qu'elle prendra sera plus 
grande. 

Soit AOB la nouvelle position d'équilibre qu'elle prend sous 
l'action d'un poîds P appliqué en B et d'un poids P -\-p appliqué 
en A. On voit bien que les poids égaux P n'interviennent pas, 

26 
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leur résultante passant par Taxe et tout se passe comme s^il n^y avait 
que le poids/) appliqué en A. Il est équilibré par le poids Tt du fléau 
appliqué en son centre de gravité venu en G. Si a est Pinclinaison du 
fléau, l'équation d'équilibre ou de la nullité de la somme des mo- 
ments est : 

/ 

p - COS « ^3: = £ sia a 

en appelant /= A„ B., =: AB la longueur du fléau. 

On en tire : 

;>/ 

Le rapport j est le poids de l'unité de longueur du fléau. On peut 

l'appeler le poids spécifique linéaire du fléau. 

Pour une différence de poids donné/), la balance s'inclinera d'au- 
tant plus c'est-à-dire est d'autant plus sensible que le poids spécifique 
linéaire du fléau est plus petit et que le centre de gravité du fléau 
■est plus près de l'axe de rotation. 

326. Balance folle. — Mais pour « = 0, on aurait tanga= « 
ou a = 90°, quel que soit />. Pour la moindre différence de poids, 
pour un grain de poussière de plus d'un côté que de l'autre, le fléau 
4endrait à passer brusquement de Thorizoatale à la verticale. La 
balance serait folle. Sans aller jusque là, il ne faut pas qu'une ba- 
lance ait une sensibilité exagérée, autrement elle serait en oscillation 
perpétuelle. Il faut que sa sensibilité puisse être réglée suivant Tusage 
qu'on en fait et le degré de précision qu'on en exige. 

327. Structure. — Le fléau qui est, comme nous l'avons dit, 
symétrique par rapport à un plan passant par son axe de rotation, 
«st symétrique aussi par rapport à un plan perpeadiculaire à cet axe. 
Le premier de ces plans oscille avec le (lôau, le second est fixe. 
Les points du fléau qu'il contient y restent dans toutes les positions 
du fléau. 

Pour éviter les frottements, le fléau (fig. 9>&) porte^ non deux 
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tourillons [circulaires, mais sur deux prismes triangulaires en acier 
trempé appelés couteaux. Il repose par les arêtes inférieures do 
ces couteaux, arêtes légèrement arrondies sur un support en 
lorme de colonne par l'intermédiaire d'une ^ o a 

surface en agate ou en métal dur. ^T 

Les points où doivent agir les poids sont A 
défmis par les arêtes de deux autres couteaux / \ 
dont les tranchants, au lieu d'être tournés vers ^B 

le bas, le sont vers le haut. Ils reçoivent, à ''•^'''«^'''''''^ 

l'aide de crochets, deux plateaux identiques D ^ ^ 

sur lesquels on pose les poids. L'un des pla- *^»g' 96 

teaux reçoit le corps à peser, l'autre les poids tarés destinés à 

équilibrer le poids de ce corps. 

Il faut que les plateux soient d''une parfaite mobilité autour de 
leurs arêtes de suspension, pour que les positions des corps qu'on 
met dans les plateaux soient indifférentes. Quelle que soit la position 
d'un corps dans le plateau, celui-ci tournera autour de son arête de 
suspension qui est, pour lui, un axe de rotation, jusqu'à ce que le 
centre de gravité du corps soit arrivé dans la verticale de cet axe. 
Ce n'est qu'alors que le plateau pourra se tenir en équilibre ou en 
repos. 

Ainsi, moyennant que les plateaux soient parfaitement mobiles,, 
quelles que soient les positions des corps qui y sont placés, tout se 
passe comme si les poids de ces corps agissaient directement sur les 
arêtes de suspensions des plateaux. 

Ce sont ces deux arêtes supérieures des couteaux de suspension 
et l'arête inférieure du couteau d'appui du levier qui doivent être 
en ligne droite et équidistantes (§ 324). 

328. Vérification et réglage. — Dans les balances un peu 
précises le fléau porte une vis dont Taxe est dans la verticale du 
centre de gravité et autour duquel peut se mouvoir un écrou. 
En soulevant ou abaissant cet écrou, on soulève ou on abaisse un 
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peu le centre de gravité du fléau, ce qui permet de régler la sensibi- 
lité de la balance. 

Le fléau porte aussi une aiguille dont l'extrémité se meut le long 
d^un cadre gradué. Dans la position d^équilibre à vide ou pour des 
poids égaux, la position de TaiguilUe ou verticale du centre de gra* 
vite forme le zéro de la graduation. Celle-ci est symétrique de part 
et d'autre de son zéro. 

Les balances sensibles oscillent avant de se mettre en équilibre. 
Mais si elles oscillent symétriquement par rapport au zéro de la 
graduation, c'est que les poids placés dans les deux plateaux sont 
égaux. 

D'ailleurs, pour vérifier une balance, on place dans les deux pla- 
teaux des poids qu'on règle do façon que Paiguille se tienne au zéro. 
Puis on change les poids de plateaux. L'aiguille doit conserver la 
même position quand l'équilibre est rétabli. 

329. Double pesée. — Borda a donné un moyen bien simple 
de faire une pesée juste avec une balance fausse. Elle consiste à 
mettre le corps à peser dans l'un des plateaux de la balance et, de la 
limaille de plomb dans l'autre plateau jusqu'à ce que le fléau prenne 
la position horizontale d'équilibre ; puis, sans toucher au plateau qui 
contient la limaille de plomb, à remplacer le corps par des poids 
tarés jusqu'à ce que le fléau reprenne sa môme position d'équilibre. 
Le corps à peser et les tares ayant ainsi produit les mômes efl*ets 
dans des circonstances identiques, leurs poids sont égaux ou si on 
veut, les moments de ces poids sont égaux, comme étant égaux au 
moment du poids de la limaille ; mais les bras de levier de ces deux 
moments sont aussi identiques ; donc, les poids eux-mêmes le sont. 

330. Remarque au sujet du frottement. — Si on tenait 
compte du frottement du couteau central sur la colonne d'appui ou 
du frottement des crochets d'attache des plateaux sur les couteaux 
qui les reçoivent, il serait impossible de satisfaire rigoureusement à 
la définition de la balance donnée au § 322. La sensibilité dépendrait 
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non seulement de la différence p des deux poids P et P +jo mis dans 
les plateaux, mais encore du poids P lui-même. Car si ce poids aug- 
mente, il en est de même des pressions sur la colonne et sur les 
couteaux extrêmes et, par suite, aussi des frottements correspon- 
dants. La balance serait donc d'autant moins sensible que le corps à 
peser serait plus lourd. En fait, il en est ainsi, puisque le frottement 
existe toujours ; mais on cherche, par une bonne construction, à le 
rendre extrêmement faible. 



331. Balance de Roberval. — Roberval a imaginé une ba- 
lance très curieuse est très usitée. La figure 97 en donne le schéma. 
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Fig. 97. 

Elle se compose de deux fléaux identiques AOB, CO^D mobiles autour 
des deux axes et 0^ placés sur une même verticale. Leurs extré- 
mités sont reliées par articulations à deux tiges verticales C Aa, DB6 
de sorte que le rectangle ACDB est articulé en ses sommets. Les 
deux tiges verticales portent à leurs extrémités supérieures les deux 
plateaux M et N qui sont invariablement liés à ces tiges. Il s'ensuit 
que, par le mouvement des deux fléaux, les tiges verticales et les 
plateaux ne peuvent se mouvoir que d'un mouvement de translation 
c'est-à-dire parallèlement à eux-mêmes. 
Il s'agit de montrer que si des poids P et Q sont placés dans les 

26* 



deui plateaux, quelles que soient les positions qu'ils y occupent, leurs 
conditions (l'équilibre sont les mêmes que s^ils avaient été placés de 
façon que leurs centres de gravité fussent sur les verticales des 
tiges D B é et C A a. 

En effet, considérons l'appareil dans une position quelconque, 
celle figurée en lignes discontinues où le rectangle articulé A B C D 
est devenu le parallélogramme A' B' D' C. Le poids P placé en un 
point quelconque du plateau qui occupe la position M' peut être 
transporté en P' sur la verticale de la tige D' B' pourvu qu'on lui adjoi- 
gne le couple (P, — P). Ce couple, puisque le plateau M' et la tige 
forment un corps solide rigide, est équivalent (§ 282) à un couple 
dont les forces/) et /»,=/) seraient appliquées à la tige verticale aux 
points B' et D' où elle est articulée aux deux fléaux, suivant les direc- 
tions B' et D'O, de ces deux fléaux, pourvu que ces forces p et p, 
soient choisies de manière que le moment du couple n'ait pas changé. 
Mais ces forces/) et jo, se transmettent de la tige D'B' aux deux fléaux 
par les deux articulations qui la réunit à ces derniers. Comme elles 
sont dirigées suivant ces fléaux, elles se transmettent aux points 
llxes et 0| dont les réactions les équilibrent. Ainsi, tout se passe, 
sauf en ce qui touche les pressions sur les appuis et les réactions 
mutuelles aux articulations, comme si le poids P était placé en P' 
sur la verticale de la tige D' B'. De même, tout poids placé dans l'au- 
tre plateau produit le même état d'équilibre que s'il était placé sui- 
vant la verticale de la tige C A'. 11 suffit donc, pour que la balance 
soit juste, que les fléaux remplissent les conditions du fléau d'une 
balance ordinaire. 

332. Vérification du principe qu'on, ne gagne pas en 
force sans perdre en chemin. — Ce résultat fournit une nou- 
velle preuve, dans des conditions notablement différentes de celles 
que nous avons rencontrées jusqu'ici, qu'on ne peut pas gagner en 
force sans perdre en chemin parcouru. La balance de Roberval est 
disposée de façon que tous les points des plateaux soient obligée de 
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parcourir les mômes chemins verticaux, quelles que soient leurs dis- 
tances aux axes de rotation et il se trouve aussi que des charges ne 
peuvent s'équilibrer, quelles que soient leurs distances à ces mêmes 
axes, que s'ils sont égaux. Il ne sert de rien de les éloigner comme 
dans le levier ordinaire. 

333. Bascule. — C*est bien sur cette même pensée qu'est basée 
aussi la bascule du commerce ou balance de Quintenz et nous trouve- 
rons là une nouvelle confirmation de ce principe. 
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Fig. 98. 

Un bâti fixe (fig. 98) en forme d'équerre et indiqué schématique- 
ment par des hachures porte à son sommet, par l'intermédiaire d'un 
couteau, Taxe de rotation d'un levier droit à branches inégales. 
A et B. 

En A est placé le plateau qui reçoit les poids tarés. En B est arti- 
culée une tige verticale B G qui, à son autre extrémité G, est articulée 
à un cadre métallique formant un triangle placé dans un plan hori- 
zontal, projeté en G 0| et mobile autour de l'axe projeté en 0< lequel 
repose par deux couteaux triangulaires sur le bâti fixe de l'appa- 
reil. 

En un point D du levier B placé entre et B est articulée une 
autre tige verticale D E qui, à son extrémité inférieure est articulée 
à la plateforme mobile EF' sur laquelle on place les corps à peser Q. 
Gette plateforme ainsi suspendue à l'articulation E repose encore 
sur le cadre GO^ par un couteau F' F, Elle est percée d'une petite 
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ouverture pour laisser passer la tige B C. Les proportions de l'appa- 
reil sont telles que : 

O^F_OD ... 

0< C ~ B ^^^ 

Je dis qu'il en résulte que, quel que soit le point du plateau où Ton 
pose une charge Q, le poids qui lui fera équilibre en A sera le même 
que si cette charge était suspendue à la tige D E. 

En effet, soit x la distance du centre de gravité du poids Q au 
couteau F' F. Ce [loids peut (§ 262) être décomposé en deux : une 
partie appliquée en E que nous appellerons Q« et une partie, sui- 
vant la verticale F' F, que nous appellerons Qr et l'on aura : 

Ce dernier se reporte sur le cadre C 0, où il se décompose en deux : 
une partie pèse sur le couteau fixe 0< et est équilibrée par la réac- 
tion du bâti fixe et l'autre se reporte en C. Appelons Qc cette part. 
Elle sera : 

Cela étant, la force Qc se transmet au levier en B par la tige CB 
et celle Q. se transmet au levier en D par la tige en ED. 

Le levier sera donc en équilibre sous l'influence : 

V De ces deux forces Qc et y. agissant sur l'un de ses bras ; 

T Du poids P qui est dans le plateau. 

Pour l'équilibre la somme des moments de ces trois forces par 
rapport au point doit iHre nulle. En prenant les moments positifs 
dans le sens des aiguilles d'une montre, on aura : 

QcXOB + Q. XOD-PXOA=^o 

ou : 

PXOA=:Qc XOB + Q. XOD 

soit en remplaçant Qc ©t Qk par leurs valeurs trouvées plus haut : 

pxoa=q[(i-^)^xob+^xod] 
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Pour que cette relation soit indépendante de la position de Q, 
c'est-à-dire de x^ il faut et il suffit que : 

gigxOB^OD 

ou : 

O^F_QD 
O^C~OB 

C'est la relation adoptée (1) etPéquation d'équilibre d'où x dis- 
parait devient, en vertu de cette relation : 

PXOAr=QX§^XOB=iQXOD 

Elle est la même que si on avait le levier simple AOD. Pour de 
petites bascules on prend OA décuple de OD, de sorte qu'un corps 
pesant 10 kilogrammes soit équilibré par une tare de 1 kilogramme. 
Pour des bascules plus puissantes, on prend une proportion plus 
forte. 

334. VérlficatiOD nouvelle du principe rappelé au § 332. 

Nous allons voir que, si on ne perd et on ne gagne rien à placer un 
poids Q en tel ou tel point du plateau, c'est parce qu'à le faire on ne 
modifie pas les chemins parcourus. En d'autres termes, la relation (1) 
suffit pour que, pour de petites inclinaisons du levier le plateau E F' 
reste horizontal ou en termes plus précis, cela suffit pour que, pour 
une vitesse angulaire instantanée c» quelconque imprimée au levier, 
tous les points du plateau prennent rigoureusement une vitesse 
commune verticale. En efTet, les vitesses des points D et B sont 
verticales et respectivement : 

wXOD etcoXOB 

La vitesse du point C est la môme que celle du point B, soit 
wX OB. Celle du point F, par suite de la rotation du cadre CO^ au- 
tour de 0^ sera donc : 

-XOBxgil 

C'est donc aussi celle du point F' du plateau. 

Celle du point E de ce même plateau est la môme que celle du 
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point D, &oit «>X CD. Pour qu^elie soit égale à celle de F', il faut et 

il suffît que : 

a,xOD==a,OBx§^ 
ou : 

ce qu'il fallait démontrer. Car ce que nous avons montré, c'est que 
tous les points du plateau projetés en F' et E ont des vitesses égales, 
ce qui exige que tous les autres points aient ces mêmes vitesses. 

335. Romaine. — La romaine (fig. 99) est un fléau de balance à 
branches inégales. Sur le petit bras, on suspend la charge Q. Sur 
Tautre on place un poids de grandeur fixe p mais qui puisse glisser 
le long du levier. Quand on veut peser un poids Q suspendu au petit 
bras on déplace le poids rrtr.sr^f^/), jusqu'à ce qu'il maintienne» le 
levier horizontal. La longueur de son bras de levier est évidemment 
en rapport avec le poids à peser et fournit ce poids. 
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Fig. 99. 

Soit BoA le levier mobile autour de Taxe o. Soit Q le poids 
à peser dont le bras de levier fixe es4 g. Soient G le centre de 
gravité de l'appareil ; tt^ son poids et d son bras de levier. Enfia soit 
rX^ le bras de levier du curseur jo au moment de l'équilibre. On aura 
pour l'équation d'équilibre : 

Soit Xo le bras de levier qu'il faut donner au curseur pour que le 
levier se tienne horizontal sans aucune charge Q, de sorte que : 

pXo=^T^d 

Par suite : 

pix'-Xo)=:Qq 
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Donc, la distance x — x,, est proportionnelle au poids (J à déter- 
miner, ce qui permet de graduer l'appareil. 

On marque zéro au point où il faut placer le curseur pour que le 
levier se tienne horizontal, pour Q = o. Puis, on porte le curseur \ers 
Pextrémité du levier. On mesure le poids Q nécessaire pour Téqui- 
librer et on modifie un peu la position afin d'obtenir pour un nombre 
rond. Mettons que ce soit 30 kilogrammes. On marquera 30 au point 
occupé par le curseur. On divise l'intervalle entre le zéro et 30 
en 30 parties égales et on subdivise encore ces divisions, de sorte 
que, quand le curseur occupe une position quelconque pour équili- 
brer un poids, l'échelle graduée indique ce poids sans calcul. 

Parfois, on a, sur le petit bras, deux points de suspension : l'un 
pour les petits poids plus éloigné de l'axe, l'autre, par exemple, 
deux fois plus rapproché permet de doubler le poids maximum que 
l'appareil permet de peser. 

On a alors deux graduations correspondant aux deux points de 
suspension du plateau qui porte le poids à peser. L'une des gradua- 
tions est sur l'une des faces verticales du grand bras, l'autre sur 
l'autre face. 

Souvent on combine le principe du poids curseur avec celui de la 
bascule (§ 333). C'est ce qui a lieu pour les bascules des gares de 
chemins de fer. 

Exercices. 

1** On place un corps à peser dans l'un des plateaux d'une balance 
fausse. On trouve, pour la tare placée dans l'autre plateau, un poids 
de Pkgs. 

On change le corps et la tare de plateaux el on trouve que la tare 
est de P' »i«'. 

Quel est le poids du corps ? 

2o Archimèdo a dit, du moins on le prétend : « qu'on me donne 
im point fixe et je soulèverai la terre ». C'est le levier qu'il eût em- 
ployé pour cela. 
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En supposant qu'à Pextrémité du grand bras du levier, il eût ap- 
pliqué une force tangentielle de 20^8»^ quel chemin eut dû parcourir 
le point d'application de cette force pour soulever la terre d'un 
millionième de millimètre ? En supposant une vitesse de marche de 
5km à l'heure, quel temps eût-il fallu pour produire cet effet? 

Rayon de la terre : 6371 103». 

Densité moyenne de la terre : 5,5. 

3** On a un levier rectiligne et horizontal dont Pun des bras est dé- 
cuple de l'autre. A Textrémité du petit bras, on applique une résis- 
tance Q = 550^«* inclinée à 40** sur la verticale. A l'autre extrémité 
on applique la puissance P suivant la verticale. 

On demande de déterminer graphiquement : 

a) la grandeur de P ; 

b) la grandeur, la direction et le sens de la pression sur l'appui, 
d'abord en négligeant le frottement, ensuite en en tenant compte, 

sachant que les tourillons ont 12 millimètres de diamètre et que le 

1 

coefficient de frottement est -. 

Vérifier les résultats obtenus par le calcul. 

4^ Môme question pour un treuil, sachant que la force P est exer- 
cée sur une manivelle placée à 0™,10 de l'un des paliers et à l'exté- 

rieur du treuil et la force Q à une distance — de l'autre palier, 
l =0"',65 étant la distance des paliers. 

5« Exercices analogues sur des moufles ou des palans à deux ou 
quatre poulies. 
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